GRADIENT OCH RIKTNINGSDERIVATA

Gradient till en funktion f : R> — R som har partiella derivator &r

Vf(x,y) = gradf(:v,y) = fl('rvy)i + f2(x7y)j

Sats 12.7.6 Om f &r differentierbar i punkten (a,b) och V f(a,b) # 0 sa
ar Vf(a,b) en normalvektor till nivakurvan genom punkten (a, b) alltsa

till f(z,y) = f(a,b).

Riktningsderivatan till f(z,y) i punkten (a, b) i riktningen u = ui+vj,
dér ||u|| =1 dr grénsvirdet
fla+ hu,b+ hv) — f(a,b)

Duf(a> b) = flll(aa b) = }Lli% h :

Observera att f;, = f, om u=1ioch f; = f; om u=j
Dy f(a,b) ar tillvixthastigheten i riktiningen u,

d
Dyf(a,b) = %f(a + tu, b+ tv)|i=o.

Sats 12.7.7 Om f &r differentierbar och u = ui+vj ar en given riktning
med ||u|| =1 sa &r

fu(a,b) =V f(a,b) - u.

Notera att Dy f(a,b) = ||ul||]|Vf(a,b)|| cosf, dir # &r vinkeln mellan u
och Vf(a,b). Da géller

e I punkten (a,b) viixer f snabbast i riktningen som ges av V f(a, b)
(da cos @ = 1). Den maximala tillvixten ar ||V f(a,b)||.

e I punkten (a,b) avtar f snabbast i riktningen som ges av —V f(a, b)
(da cos @ = —1). Den maximala nedgangshastighet ar ||V f(a,b)]||.

e Tillvixthastigheten i punkten (a,b) dr 0 i riktningar parallella med
nivakurvan f(z,y) = f(a,b) (cosf = 0).

TAYLORS UTVECKLING OCH APPROXIMATION

Taylors formel av andra ordningen i tva variabler:
Lat f : R?2 — R vara en C3-funktion i den 6ppna mingden D och
(a,b) € D. Da ar

f(a + hvb+ k) = f(av b) + fl(aab)h + f2(avb)k
+%(f11(a, b)h? + 2f12(a, b)hk + fao(a, b)k?) + (K% + k)3 %p(h, k)

dér p(h, k) &r en begransad funktion i en omgivning (0, 0).
Termen (h%4k2)3/2p(h, k) skrivs ofta som O(||(h, k)||)?). (Obs! ||(h, k)|| =
Vh? +k?).

For funktioner i C? av ett godtyckligt antal variabler x = (1, ..., %)
blir Taylors utveckling

Flath) = f(a) + 3 fi(@hs + 5 D7 fu@hihe -+ ] p(h)
j=1

J,k=1

didr a = (aq,...,ay,) dr en inre punkt i D(f), h = (hy,...,h,) och p &r
en begrinsad funktion i en omgivning av origo.



