MVEA470, MVE351, flervariabelanalys vt 17
Vecko—PM lasvecka 5

Adams: 15.1-15.4

Innehall: Vektorfilt, konservativa vektorfalt, kurvintegraler.

Denna vecka riktar vi var uppmérksamhet at kapitel 15 som till stor del handlar om
vektorfilt och dess tillimpningar (avs 15:1,2,4,6). Vektorfilt dyker upp naturligt
inom manga omraden (se sid 860) t.ex. for att beskriva olika typer av krafter
(gravitation, magnetiska, elektrostatiska mm) eller floden (av viitska, gas, energi
mm). Per definition ir ett vektorfilt (i rummet) en funktion F fran R3 till R® och en
naturlig tolkning ir att F(x,y, 2), som alltsa #r en vektor i R3, beskriver hastigheten
hos en partikel i ett visst fléde som befinner sig i punkten (z,y, z). En partikel som
ror sig i rummet med en hastighet som bestims av ett visst vektorfalt foljer en
kurvbana som kallas féltlinje (dven kallad stromlinje eller kraftlinje, beroende pa
sammanhang).

T avsnitt 15.2 skall vi studera en speciell klass av vektorfilt som kallas konservativa.
Det ér vektorfilt F som &r gradienten av nagon reelvird funktion ¢(z,y, z) dvs.
F = V¢. Funktionen ¢ siéigs i sa fall vara en (skaléir) potential till vektorfiltet. Som
vi skall se har sadana konservativa vektorfilt flera anvindbara egenskaper, och de
spelar en viktig roll i teorin om vektorfilt. Avsnitt 15.4 innehaller nagra viktiga
tillimpningar pa vektorfilt. Vi skall bl.a. se hur man med en s.k. kurvintegral
(dven kallad linjeintegral) kan berdkna det arbete som ett visst kraftfilt utfor pa
en partikel som ror sig utefter en given kurva i rummet. Aven i nista vecka skall
vi analysera vektorfilt da avsnitt 15.5, 15.6 och kapitel 16 star pa agendan. Utdéver
ovan ndmnda innehall, dir vektorfilt spelar en central roll, s& kommer vi denna
vecka #dven rikta uppmérksamhet at avsnitt 15.3 som innehaller nagra andra viktiga
tillampningar pa integraler. I avsnitt 15.3 skall vi se hur man kan berdkna massa
och tyngdpunkt av en tunn (krokt) trad som #r belagd med en given (varierande)
densitet.

Mal: For att bli godkiind pa kursen skall du kunna:

e skissa ett vektorfilt i planet, skissa féltlinjer till det och redogora for samban-
det mellan vektorfilt och faltlinjer (15.1)

e bestdmma filtlinjer till vektorfilt i planet (15.1)

e definiera begreppet konservativt vektorfilt i ett omrade och beriikna potential
till ett konservativt filt (15.2)

e kinna till nédvéndiga vilkor for att ett vektorfilt skall vara konservativt (sid.
851) och med hjélp av dessa kunna visa att ett givet vektorfilt inte dr kon-
servativt vektorfilt (15.2)

e forklara sambandet mellan nivakurvor till potential och féltlinjerna till ett
konservativt vektorfilt (15.2)

e definiera begreppet kurvintegral av ett vektorfalt och berikna sadana inte-
graler (15.3)

e formulera och tillimpa satsen om kurvitegralens oberoende av integrationsvé-
gen (15.4)



e tillimpa kurvintegral for att bestimma t.ex. ldngd, arbete (15.3-4)(se t.ex.
ovn 15.3.5, 15.4.7)

For overbetyg skall du ocksa kunna:

e bestdmma féltlinjer till vektorfilt i planet (15.1)

e definiera begreppen omrade, sammanhdngande omrade och enkelt samanhdn-
gande omrade (15.4).

Rekommenderade uppgifter

Avsnitt | Uppgifter

A151 | 1, 3,5
A152 [ 1,3,5,9
Al153 | 1,3,5

A154 | 1,3,5 7 15

Tjocka uppgifter skall visas pa tavlan.
Extra uppgifter

1. Lat F(x,y) = 2zyi + 2%j vara ett vektorfilt i R2.

(a) Bestdm filtlinjerna till vektorfiltet F.

(b) Visa att F dr ett konservativt vektorfilt genom att berékna en potential
¢ till F.

(c¢) Skissa nagra filtlinjer samt nagra nivakurvor till ¢. Vad finns det for
samband mellan nivakurvorna och féltlinjerna?

2. Lat C vara den moturs orienterade cirkeln z2 + y? = R%, R > 0. Lat
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vara ett vektorfilt i R? \ (0,0). Beriikna kurvintegralen §, F - dr genom att
anvanda kurvintegralens definition.

3. (a) Vilket av foljande vektorfilt &r konservativt? Hitta en potential for det
konservativa vektorfiltet

(a) Fi(a,y) = (2ay +20)i +2%) () Fa(z,y) = 2we¥i + (¥ + )5

(b) Rikna ut integralen fC Fy(x,y)dr, dér C &r en positivt orienterad cirkel
med centrum i (1,1) och radien 1.



