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Adams: 16.1-16.5

Innehall: Gradient, divergens, rotation. Greens, Divergenssats, Stokes sats.

Kapitel 16 handlar om nagra viktiga differentialoperatorer pa vektorfilt; div (divergensen)
och curl (rotationen). Aven nabla-operatorn V = ia% —i—ja% + k% som vi stotte pa redan
i kapitel 12 spelar en viktig roll. Avsnitt 16.1 handlar mycket om vilken information som
div F och curl F ger om ett vektorfilt F. Man kan séga att div F(z,y, z) ger uttryck for
hur mycket vektorfiltet verkar ut fran (eller in mot) punkten P = (x,y, z). Om vektorféltet
representerar ett flode sa kan man tanka pa div F(z,y, z) som kdllstyrkan i punkten P dvs.
hur mycket av flodet (t.ex. gas, radioaktivitet eller dyl) som "skapas/produceras” i punkten.
Antag t.ex. att vi studerar flodet genom en sluten yta (t.ex. en sfar). Om det flédar mer ut ur
omradet (som ytan begrinsar) dn in sa maste det ju pa nagot sitt produceras/skapas flode
inuti omradet dvs. finnas punkter dér divF > 0. Om det inte sker nagon kéllproduktion
alls dvs. om divF = 0 sa ségs vektorfaltet vara kdllfritt. Den andra viktiga operationen
curl F i detta kapitel ger istéllet uttryck for vektorfiltets tendens att virvla/rotera i en
omgivning av P. Till skillnad mot div F (som ger ett virde) sa ger curl F en vektor i varje
punkt. Riktningen pa vektorn anger den axel kring vilket vektorféltet roterar mest. Om
curl F = 0 sa sigs vektorfiltet vara virvelfritt (se anteckningar fran féra veckan).

Avsnitt 16.2 innehaller en del raknelagar for ovanstaende differentialoperatorer samt nagra
resultat som knyter an till vad vi delvis jobbade med i kapitel 15. Bl.a. ar det sa att om ett
vektorfilt ar virvelfritt i ett enkelt sammanhéngande omrade sa ér det ocksa konservativt
dér.

Avsnitten 16.3-5 handlar om tre viktiga satser (Greens, Gauss’s resp Stokes sats) som har
stort teoretiskt intresse och &r av central betydelse inom manga omraden/tillampningar,
inte minst for att analysera och 16sa partiella differentialekvationer. Det huvudsakliga in-
nehallet i satserna beskrivs av formler som knyter samman mycket av det vi arbetat med
under del 2 av kursen;
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Mal: For att bli godkind pa kursen skall du kunna:

e berikna divergens, divF, och rotation, curlF for ett vektorfalt F (16.1)

e formulera sats 16.1.1 om divergensen som flodestéthet

o formulera sats 16.1.2 om rotationen som virveltédthet

e definiera begreppet kallfritt (solenoidal) och virvelfritt (irrotational) vektorfélt (16.2)
e tillimpa sats 16.2.4.

e tillimpa Greens formel (16.3.6) i relativt okomplicerade situationer.

e berikna area av omrade i planet med hjilp av Greens formel (16.3)

e tillimpa divergenssatsen i relativt okomplicerade situationer (16.4).

For 6verbetyg skall du kunna:

e formulera och bevisa sats 16.2.3 g) och h)

formulera Greens formel (sats 16.3.6) och bevisa den for x och y-enkla omraden

tillimpa Greens formel i mer komplicerade situationer.

formulera och tillampa divergenssatsen (16.3.7, 16.4.8)

formulera och tillimpa Stokes sats (16.5.10) (i relativt okomplicerade situationer).

Rekommenderade uppgifter

Avsnitt | Uppgifter
A16.1 | 1,3,6,7

A162 | 3,5,7

A163 | 1,2,3,5

A164 |1,3,5,7, 09,11, 15, 17
A165 | 1,3

Extra uppgifter.

1. Rita i grova drag med angivande av orientering kurvan

x =t
P

Berdkna arean av det omradet kurvan omslutar.



2. Beridkna kurvintegralen

/(—y3)dx + (2% + ) dy
Y
dar v &r halvcirkeln (2cost,2sint), 0 < t < 7. (Tips: Slut kurvan pa lampligt sétt
och anvénd Greens sats.)

3. Lat C vara kurvan som ges av parametriseringen r(t) = 2 cos ti+ 2 sin tj + 2 + sin2tk,
0 <t <2m ochlat F(z,y,2) = (e —y?)i+ (¢Y +23)j + e’k. Visa att kurvan C ligger
pa ytan z = xy och cylindern 2% + y? = 4 och anvind Stokes sats for att berikna
kurvintegralen ¢, Fdr.

4. Lat S vara den del av ytan z = 9 — 22 — y? som ligger ovanfoér zy-planet. Rikna
ut flodet upp genom S for vektorféiltet F(z,y, z) = e¥*i + xj + e v’k genom att
tillimpa Gauss divergenssats pa lampligt sétt.



