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Examinator: Thomas Wernst̊al , Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Felix Held , telefon: 5325
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För godkänt p̊a tentamen krävs minst 23 poäng sammanlagt p̊a tentamens b̊ada delar (Godkäntdelen och
Överbetygsdelen), inklusive eventuella bonuspoäng fr̊an duggor 2018.

För godkänt p̊a kursen skall ocks̊a Matlabmomentet vara godkänt. För betyg 4 eller 5 krävs dessutom 33 resp. 42
poäng sammanlagt p̊a tentamens b̊ada delar, inklusive eventuella bonuspoäng.

Del 1: Godkäntdelen

1. Denna uppgift finns p̊a separat blad p̊a vilket lösningar och svar skall skrivas. (10p)
Lösgör bladet och lämna in det som blad 1 tillsammans med övriga lösningar.

2. Bestäm största och minsta värdet av f(x, y) = 2x4−2y2−x p̊a det omr̊ade som begränsas
av kurvorna y = x2 − 1 och y = 1− x2. (5p)

3. (a) Förklara (med en formel) vad som menas med medelvärde av en funktion f : R2 → R
p̊a ett omr̊ade D ⊆ R2. (1p)

(b) Bestäm medelavst̊andet fr̊an origo till punkterna p̊a cirkelskivan x2 + y2 ≤ 2. (4p)

4. Betrakta vektorfältet F = (8x2 − y2)i + (2x2 + y)j och l̊at C vara randkurvan till triang-
eln med hörn i (0, 0), (2, 0), och (0, 4) orienterad moturs. Beräkna kurvintegralen

∫
C F•dr

genom att...

(a) parametrisera randbitarna och utg̊a fr̊an definitionen av kurvintegral. (3p)

(b) använda Greens sats. (3p)

5. L̊at F vara vektorfältet F = (y2 − ze−xyz)i + xez
2
j + yexyk och l̊at K vara det kubiska

omr̊adet där 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.

(a) Beräkna flödet av F upp genom den sida av K där z = 1. (2p)

(b) Använd Gauss’s divergenssats för att beräkna det totala flödet av F ut ur kuben K. (4p)

VÄND!



Del 2: Överbetygsdelen

Uppgifterna p̊a denna del motsvarar lärmålen för överbetyg, men eventuella poäng fr̊an denna del f̊ar räknas in i

totalpoängen p̊a tentan, oavsett resultat p̊a godkäntdelen.

6. L̊at C vara skärningskurvan mellan paraboloiden z = x2 + y2 och planet x + y + 2z = 2.
Bestäm de punkter p̊a C som ligger närmast respektive längst bort fr̊an origo. (6p)

7. L̊at Cε vara skärningskurvan mellan sfären x2 + y2 + z2 = ε2 (där ε är ett fixt positivt tal)
och planet x+ y+ z = 0, orienterad medurs sett uppifr̊an. Beräkna cirkulationen

∫
Cε F

•dr
av hastighetsfältet F = yi + zj + xk runt Cε. Beräkna speciellt gränsvärdet;

lim
ε→0+

1

πε2

∫
Cε
F•dr (6p)

8. (a) Definiera begreppet gränsvärde av en funktion f : R2 → R. (2p)

(b) Härled tangentplanets ekvation till z = f(x, y) i punkten (a, b, f(a, b)) (4p)

Lycka till!
Thomas Wernst̊al
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1. Till nedanst̊aende uppgifter skall korta lösningar redovisas, samt svar anges, p̊a anvisad plats

(endast lösningar och svar p̊a detta blad, och p̊a anvisad plats, beaktas).

(a) Bestäm gradienten av funktionen f(x, y) = x2 + y2 i punkten (2, 1). Skissa ocks̊a
niv̊akurvan till f(x, y) genom (2, 1) och rita ut gradientvektorn i samma figur. (2p)

Lösning & skiss:

Svar: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Antag att f(x) är en funktion av en variabel med kontinuerlig andraderivata och att
c 6= 0 är en konstant. Visa d̊a att funktionen g(x, t) = f(x− ct) + f(x+ ct) uppfyller
den s̊a kallade v̊agekvationen (2p)

∂2g

∂x2
=

1

c2
∂2g

∂t2

Lösning:

(c) Bestäm en parametrisering av den del av cirkeln x2 + y2 = 5 som ligger i första
kvadranten. Antag att din parametrisering beskriver rörelsen hos en partikel. Vad är
d̊a partikelns fart i punkten (1, 2) ? (3p)

Lösning:

Svar: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(d) Visa att vektorfältet F = yz i + (xz + z)j + (xy + y + 1)k är virvelfritt (irrotational)
och bestäm en potential till F. (3p)

Lösning:

Svar: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Trigonometri.

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(x) cos(y) =
1

2
(cos(x− y) + cos(x+ y))

sin(x) sin(y) =
1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y))

sin(x) cos(y) =
1

2
(sin(x− y) + sin(x+ y))

tan(x+ y) =
tan(x) + tan(y)

1− tan(x) tan(y)

Integralkatalog∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C , a 6= −1

∫
1

x
dx = ln |x|+ C∫

sinx dx = − cosx+ C

∫
cosx dx = sinx+ C∫

1

cos2x
dx = tanx+ C

∫
1

sin2x
dx = − cotx+ C∫

ex dx = ex + C

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C , 0 < a 6= 1∫

1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C , a 6= 0

∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C∫

1√
a− x2

dx = arcsin
x√
a

+ C , a > 0

∫ √
a− x2 dx =

1

2
x
√
a− x2 +

a

2
arcsin

x√
a

+ C , a > 0∫
1√

x2 + a
dx = ln |x+

√
x2 + a|+ C , a 6= 0

∫ √
x2 + a dx =

1

2
(x
√
x2 + a+ a ln |x+

√
x2 + a|) + C

Maclaurinutvecklingar

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

sinx =

∞∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

cosx =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

(1 + x)α =

∞∑
k=0

(
α
k

)
xk = 1 + αx+

α(α− 1)

2!
x2 + . . . , |x| < 1 ,

(
α
k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k(k − 1) . . . 1

ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k+1x
k

k
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . , −1 < x ≤ 1

arctanx =

∞∑
k=1

(−1)k−1 x
2k−1

2k − 1
= x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . , |x| ≤ 1

Övrigt

Masscentrum (xT , yT , zT ) för Ω ges av xT =

∫∫∫
Ω
xρ(x, y, z) dxdydz∫∫∫

Ω
ρ(x, y, z) dxdydz

, analogt för yT , zT .

ρ(x, y, z) är densiteten.


