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1 Kurvor och ytor

1.1 Funktionsytor

I detta kompendium kommer vi pa olika satt studera funktioner fran R™ till R™,
dar n och m &r 1,2 eller 3, och i kapitel 1 och 4 skall vi speciellt se hur sadana
funktioner kan visualiseras geometriskt. Vi borjar i detta avsnitt med att studera
funktioner fran R? till R dvs reellvirda funktioner av tva variabler. Innan vi
gar in pa olika plottkommandon sa kan det vara praktiskt att titta pa hur man
skapar en anonym funktion i MATLAB, dér funktionen beror av tva variabler.
Funktionen f(z,y) = xsiny? skapar vi med kommandot

>> f=0(x,y) x.*sin(y."2);

Néar man definierar funktioner sa ar det viktigt att tdnka pa att MATLAB ar-
betar med matriser och matrisoperationer. Vill man att funktionen skall klara
elementvisa kalkyler (som i de flesta fall i denna kurs) maste man anvinda “punk-
terade operationer” (dvs..~ .* och ./ istéllet for bara = * och /). Om en viss
anonym funktion saknar punkter for att klara elementvisa kalkyler sa kan man
ocksa be MATLAB att sidtta ut dem pa de ratta stéllena med vectorize och
str2func. Testa t.ex.

>> f=0(x,y) x*sin(y~2);
>> f=str2func(vectorize(f))

Att for hand rita funktionsytor ar inte helt latt. Lat oss darfor titta pa hur
man kan anvinda MATLAB for att fa en bild av grafen till en funktion av tva
variabler. Antag att vi vill plotta grafen till en funktion f(x,y) 6ver en rektangel
—1<2<2,0<y<3.Viborjar da med att skapa koordinatmatriser med hjalp
av kommandot meshgrid. Detta kommando ger oss en massa punkter (z;,y;) i
xy-planet i vilket vi sedan kan berdkna funktionsvirdena f(z;,y;). Kommandot

>> [X Y]=meshgrid(-1:0.5:2,0:0.4:3)

skapar t.ex. tva matriser X och Y med z- resp. y-koordinater som ar sadana att alla
rader i X bestar av talen —1,—0.5,0,...,2 (dvs. de som genereras av -1:0.5:2)
och alla kolonner i Y bestar av talen 0,0.4,0.8,...,2.8 (dvs. de som genereras av
0:0.4:3).
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Genom att ta ett tal ur matrisen X och motsvarande tal ur matrisen Y sa far vi
koordinaterna for en punkt i zy-planet. T.ex. far vi punkten (x5, y3) (dvs. (1,0.8)
i det hér fallet) med kommandot

>>[X(3,5) Y(3,5)]

Genom att lata i och j variera sa bildar [X(j,1),Y(j,1)] = (x;,y;) ett gitter
av punkter i rektangeln —1 <z < 2,0 <y < 3.

Om man har med féor manga punkter i gittret (dvs. om matriserna X och Y &r
for stora) sa riskerar man att berdkningar med matriserna tar for ling tid for
MATLAB att utfora och i vérsta fall kan det "hanga sig”. Var darfor forsiktig
och borja med ett grovre gitter om du kanner dig osdker pa vad som kan vara
lampligt. For att t.ex. plotta ytor sa har vi i detta kompendium valt att berdkna
funktionsvirdena i ca. 400 punkter. Detta innebar att intervallen pa x- resp.y-
axeln indelas med ca 20 delningspunkter. Om vi har lika manga punkter pa de tva
axlarna sa blir koordinatmatriserna kvadratiska. Da finns en risk att utelimnade
punkter i uttrycket for berakning av funktionsvarden inte upptécks. Berakningar
av typen xxy, x~3 &r ju fullt mojliga att utfora om x och y ar kvadratiska
matriser. Vi valjer darfor i fortsdttningen att inte ha lika manga punkter i z-led
som i y-led. Foljande kommandon ger koordinatmatriser for omradet —1 < x < 2,
0 <y < 3 med 21 punkter pa x-axeln och 20 punkter pa y- axeln (matriserna X
och Y bestar alltsa av 420 element)

>> x=linspace(-1,2,21);y=linspace(0,3,20);
>> [X Y] = meshgrid(x,y);

Nu nar vi skapat vara gitterpunkter sa ar vi redo att berakna funktionsvardena.

Kommandot

>> 7 = £(X,Y);




ger en 20 x 21-matris Z dar Z(j,1) = f(zs,y;).

Vi kan nu rita funktionsytan med kommandot
>> mesh(X,Y,Z)
eller med kommandot

>> surf(X,Y,Z)

Om man gar in pa och viéljer | Rotate 3D |, i figurfonstrets menyer, sa kan

man rotera ytan och se den fran olika hall (hall inne vanster musknapp och ror
pa musen).

Med kommandot surfl kan vi aven styra belysningen pa ytan. Till exempel kan
vi plotta ytan, belyst med en ljuskélla placerad i punkten (3,4, 5)

>> surfl(X,Y,Z,[3,4,5])

Se aven kommandona light och camlight.

Man kan ocksa andra farglaggningen av ytorna. Om vi t.ex. vill jimna ut ytans
farger sa att de inte dndras sa tvéirt (fran en meshruta till en annan) sa kan vi
anvanda kommandot

>> shading interp

Om inget annat anges sa bestdms sjalva fiargen pa ytan av hojden 6ver zy-planet
(dvs. z-koordinatens vérde). Vi kan dock sjalva bestimma den firg som skall
kopplas till varje meshpunkt genom att i plottkommandot ange en matris (med
samma storlek som koordinatmatriserna) som innehaller information om farg pa
respektive punkt. Prova t.ex.

>> P=rand(size(X));
>> surf(X,Y,Z,P)

Man kan ocksa dndra fargskalan. Prova t.ex.
>> colormap copper

Féargsiattningen pa ytan kan ocksa hamtas fran ett fotografi (texture mapping).
Prova t.ex

>> P = imread('testpatl.png');
>> warp(X,Y,Z,P)

Fler kommandon som anger hur ytor presenteras far du med kommandot.
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>> help graph3d

Vi skall nedan titta pa nagra fler exempel som visar att funktionsytor inte all-
tid ar sa snéalla och fina som den till funktionen ovan. Ibland kan det till och
med vara svart att se ur den plottade grafen om funktionen ar kontinuerlig eller
ej. Resten av detta avsnitt kan betraktas som overbetygsniva och kan
hoppas 6ver vid en forsta genomliasning.

Exempel 1: Foljande kommandon plottar grafen till funktionen f(z,y) = z/ (2 + y?).

>> £1=0(x,y) x./(x.72+y."2);

>> x=linspace(-1,1,21);y=linspace(-1,1,20);
>> [X Y] = meshgrid(x,y);Z=f1(X,Y);

>> surf(X,Y,Z)

Funktionen &r ju inte definierad i punkten (x,y) = (0,0) och det &ar oklart fran
figuren om det finns nagot grénsviarde da (z,y) — (0,0). Vad vi ser ar att funk-
tionsvardena tycks variera mycket for (x,y) néara origo. Det ar da skél att bli lite
misstdnksam. I sjdlva verket ar det ju faktiskt sa att f(z,0) — +oo da = — 0,
s& funktionen f(x,y) = z/(2* + y*) saknar griansvirde da (z,y) — (0,0). O

Lat oss titta pa nagra exempel till.

Exempel 2: Om vi plottar grafen till funktionen f(z,y) = (z* + y*)/(z + y)

>> £2=0(x,y) (x.72+y.72)./(x+y);

>> x=linspace(-1,1,21);y=linspace(-1,1,20);
>> [X Y] = meshgrid(x,y);Z=f2(X,Y);

>> surf(X,Y,Z)

sa ser vi att dess funktionsyta har hoga toppar néra linjen x + y = 0. Observera
att funktionen inte &r definierad i punkter (x,y) dar = + y = 0. Trots att ytan
verkar ganska okej nira origo sa saknar den griansvéirde dar ty f(z,0) — 0 och
flx, 2?2 —x) - 2 dd x — 0 (visa det!). O

En funktion kan emellertid ha gransvarde i en punkt utan att vara definierad dér.

Exempel 3: Betrakta funktionen f(z,y) = 23/(z? + v?).

>> £3=0(x,y) x.73./(x.72+y."2);

>> x=linspace(-1,1,21);y=linspace(-1,1,20);
>> [X Y] = meshgrid(x,y);Z=f3(X,Y);

>> surf(X,Y,Z)



Funktionen ar inte definierad i origo men vi har

2 |z |2 || (2* + y?)
_ol = _ < — 2| = 0, d3 = (0,0).
|f($,y) | I2+y2 l‘2+y2 = $2+y2 |ZE| ) a(aj,y) ( ) )
sa f(x,y) — 0da (x,y) — (0,0). O

Om vi vill studera en funktion som inte dr definierad i en viss punkt (x0,y0) sa
bor denna inte finnas med som en punkt i det rutndt som meshgrid genererar.
Vi kan kontrollera om sa ar fallet med kommandot find((X==x0)&(Y==y0)).
Svaret pa detta kommando ar det/de index som ger den kritiska punkten. Om
detta dr annat an [ ] sa kan vi forskjuta rutnitet en liten stracka i z-led med
kommandot x=x+eps;. Om vi vill undvika division med noll sa kan vi alternativt
addera eps i namnaren pa funktionen. Vardet pa eps ar forinstéllt och ér det
minsta representerbara positiva talet i MATLAB.

1.2 Nivakurvor

Ett annat vanligt séitt att askadliggora en funktion av tva variabler, som inte kra-
ver att man avbildar tredimensionellt, dr att rita nivakurvor. For olika virden pa
konstanten c sé ger l6sningsméngden till ekvationen f(z,y) = ¢ en nivakurva i zy-
planet. Nivakurvan f(z,y) = c ar helt enkelt méngden av alla punkter (z,y) for
vilket funktionsvardet ar c¢. Man far pa detta sétt en tvadimensinell (topografisk)
karta, med vars hjalp man kan utldsa funktionsytans utseende. T.ex. anvinder
vanliga orienteringskartor detta satt for att beskriva olika hojder i naturen. Tek-
niken anvinds ocksa for bland annat vaderkartor. Dar forekommer isobarer och
isotermer som nivakurvor till de funktioner som beskriver lufttrycket respektive
temperaturen pa olika platser.

Om vi t.ex. vill titta pd nagra nivakurvor till funktionen f(z,y) = zsiny? si
maste vi som forut borja med att berdkna funktionsviardena i en massa punkter
enl.

>> f=0(x,y) x.*sin(y.”2);

>> x=linspace(-1,2,21);y=linspace(0,3,20);
>> [X Y] = meshgrid(x,y);

>> 7Z=f(X,Y);

Sedan far vi nivakurvor med t.ex. kommandot

>> contour(X,Y,Z)

eller nagot fylligare med kommandot



>> contourf (X,Y,Z)

Man kan &dven lyfta upp nivakurvorna till respektive niva i rummet med kom-
mandot

>> contour3(X,Y,Z)

Det ar ocksa mojligt att rita bade yta och nivakurvor i samma figur med t.ex. kommandot
>> surfc(X,Y,Z)

och med foéljande kommandon ser man nivakurvor inlagda pa ytan.

>> mesh(X,Y,Z), hold, contour3(X,Y,Z), hold

Det gar ocksa bra att sjalv styra vilka nivakurvor som skall ritas. Lat oss illu-
strera detta med ett exempel.

Exempel 1: Om vi vill plotta nivaikurvorna yz* + 3zy* = a , for a = 1,5, 10 ,
sa ger vi kommandona

>> £=0(x,y) y.*x. 4+3*x.*y. 4;

>> x=linspace(-3,3,21);y=linspace(-3,3,20);
>> [X Y] = meshgrid(x,y);

>> Z=f(X,Y);

>> contour(X,Y,Z,[1,5,10])

Om vi bara vill plotta en nivakurva sa maste man ange nivaviardet tva ganger
t.ex. plottar vi nivakurvan yz?* + 3zy* = 6 med kommandot

>> contour (X,Y,Z, [6,6])

1.3 Funktioner av tre variabler

Det ar lite svarare att visualisera funktioner av tre variabler. Vi kan inte rita gra-
fen pa samma satt som for funktioner av en eller tva variabler eftersom avstand
bara gar att illustrera geometriskt i hogst tre dimensioner. Det finns emellertid
andra satt. [ avsnitt 1.4 skall vi se hur funktioner av tre variabler kan illustreras
genom att plotta nagra nivaytor. Ett annat satt &r att anvinda fargen (istél-
let for avstand) for att ange funktionsvardena utefter nagra plan i rummet. Vi
kan da anvinda kommandot slice. Foljande kommandon illustrerar funktionen
f(z,y,z) = xy — z utefter planen x = —1.2)z = 0.8,z = 2,y = 2,z = —2 och
z=—0.2



>> £=0(x,y,2z) X.*y-z;

>> x=linspace(-2,2,21);

>> y=linspace(-2,2,20);

>> z=linspace(-2,2,20);

>> [X,Y,Z] = meshgrid(x,y,z);

>> slice(X,Y,Z,f(X,Y,2),[-1.2 .8 2],2,[-2 -.2])

For att se vilket funktionsviarde som hor till respektive fiarg sa kan vi lagga in en
fargskala i figuren med kommandot

>> colorbar

Om man inte har nagon ”slice” i t.ex. z-led s& anges en tom matris [ ] pa motsva-
rande plats i slice-kommandot. T.ex. illustrerar féljande kommando funktionens
varde utefter planen z = —1.2,2 = 0.8 och y = 2

>> slice(X,Y,Z,f(X,Y,2),[-1.2 .8]1,2,[1)

Vi kan ocksa illustrera funktionsvirdena utefter andra ytor &n plan t.ex. ger
foljande kommandon funktionens varden utefter ytan z = zsiny + y cosx

>> g=0(u,v) u.*sin(v)+u.*cos(v);

>> u=linspace(-2,2,21) ;v=linspace(-2,2,20);
>> [U,V] = meshgrid(u,v);W=g(U,V);

>> surf(U,V,W,f(U,V,W)), colorbar

Fargen i varje punkt (z,y, z) pa ytan anger alltsa virdet pa funktionen f(z,y, 2).
Alternativt kan vi plotta nivakurvorna till funktionen pa ytan;

>> shading interp
>> alpha(0.3)
>> contourslice(X,Y,Z,f(X,Y,Z),U,V,W)

Har anvénde vi bl.a. kommandot alpha(0.3), som gor ytan delvis genomskinlig,
for att nivikurvorna skulle framtréda lite tydigare (0 for helt transparant och 1
for helt solid).

1.4 Nivaytor

En nivayta f(z,y, z) = ¢ & méngden av alla punkter (z,y, z) for vilket funktions-
vardet ar c. Sddana nivaytor kan t.ex. anviandas for att beskriva temperaturni-
vaerna i ett tredimensionellt objekt. En funktionsyta z = f(x,y) kan om man
vill ocksa betraktas som en nivayta enl. f(z,y) — 2z = 0. For att plotta nivaytor
i MATLAB anvander vi kommandot isosurface.



Exempel 1: Sfiren 22 +y%+ 2% = 0.5 ir exempel pa en nivayta och vi kan plotta
den med foljande kommandon

>> f=0(x,y,z) x.72+y. " 2+z.72;

>> x=linspace(-2,2,21);

>> y=linspace(-2,2,20);

>> z=linspace(-2,2,20);

>> [X,Y,Z] = meshgrid(x,y,z);

>> isosurface(X,Y,Z,f(X,Y,Z),0.5)

Troligen ser det mer ut som en ellips dn en cirkel nar ni utfér ovanstaende kom-
mandon. Skéalet ar naturligtvis att koordinataxlarna inte dr dimensionerade pa
samma satt. For att astadkomma detta sa ger vi kommandot

>> axis equal

Vi kan naturligtvis plotta nivaytor till andra funktioner i samma figur. Om vi
t.ex. vill plotta nivdytan 2% + y?sinz = 1 i samma figur som sfiren ovan si
behover vi inte berakna om matriserna X,Y och Z

>> g=0(x,y,z) x.72+y."2.*%sin(z);
>> T=g(X,Y,Z);
>> isosurface(X,Y,Z,T,1)

Vi kan plotta andra nivaytor till samma funktion utan att berdkna om matrisen T
>> isosurface(x,y,z,T,2)

Observera att foregaende ytor ligger kvar i figuren nér nasta nivayta plottas,
trots att man inte gett kommandot hold on (enklaste sittet att radera foregéen-
de plottar dr att forst stanga figurfonstret). Titta gdrna pa ytorna fran lite olika
vinklar genom att rotera figurfonstret. Valj t.ex. Rotate 3D i menyraden 6verst i
figurfonstret. 0

Om man vill kan man ocksa plotta normalvektorer till en nivayta. Man kan d&
anvianda kommandona isonormals och quiver3 (detta kommando plottar vek-
torfilt som vi skall studera nédrmare i kapitel 4).

Exempel 2: Antag att vi vill plotta niviytan 22 4+ y*sinz = 1 och ett antal
normalvektorer till ytan. Med matriserna X,Y,Z och T fran foregaende exempel
sa astadkommer vi detta med foljande kommandon



>> [p,ql=isosurface(X,Y,Z,T,1);

>> isosurface(X,Y,Z,T,1), hold on

>> N=isonormals(X,Y,Z,T,q); N=-N;

>> quiver3(q(:,1),q(:,2),q(:,3),N(:,1),N(:,2),N(:,3))
>> axis equal, hold off

Istallet for att anvinda kommandot isonormals sa kan man naturligtvis dven
berdkna normalvektorer N till en nivayta f(z,y,z) = ¢ med hjilp av gradien-
ten, ty gradienten ger ju vektorer som pekar i den riktning som funktionen véxer
mest och ar (dérfor) vinkelrdta mot nivdytorna. Vi lamnar at den intresserade
att i detta exempel sjalv berdkna gradienten och fundera ut vilka kommandon
som plottar normalerna. O

1.5 Parametriserade kurvor

Vi kan plotta parametriserade kurvor saval i planet som i rummet.

Exempel 1: Om vi vill plotta kurvan = /| cos 2t | cost, y = {/|cos2t| sint, 0 <
t <27, i planet sa ger vi foljande kommandon

>> t=linspace(0,2*pi,200);

>> x=sqrt(abs(cos(2*t))) .*cos(t);

>> y=sqrt(abs(cos(2*t))) .*sin(t);

>> plot(x,y) 0

Exempel 2: Om vi vill plotta kurvan o = e'cos10t , y = e'sinl0t , z =
t, =5 <t <0,1irummet sa ger vi féljande kommandon

>> t=linspace(-5,0,300);

>> x=exp(t).*cos(10%*t);

>> y=exp(t) .*sin(10%*t);

>> z=t,;

>> plot3(x,y,2z) O

1.6 Parametriserade ytor
Som tidigare noterats sa kan en funktionsyta z = f(x,y) betraktas som en nivay-

ta, men den kan ocksa betraktas som en parametriserad yta. Det ar da naturligt
att anvinda = och y som parametrar enl. = u,y = v,z = f(u,v). Det ar inte
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heller sa stor skillnad pa att plotta funktionsytor och att plotta parametriserade
ytor. Principen ar den samma, berakna matriser X,Y,Z och rita ytan med t.ex.
surf(X,Y,Z).

Exempel 1: Antag att vi vill plotta den yta som ges av parametriseringen

= (1+jvcos¥)cosu

y:(l—i—%vcos%)sinu 0<u<2r, -1<v<1
z:%vsin%

For att plotta ytan genererar vi forst matriser for parametrarna u, v, och beraknar
sedan matriser for z,y, z.

>> u=linspace(0,2*pi,20);v=linspace(-1,1,21);
>> [U,V]=meshgrid(u,v);

>> X=(1+V.*cos(U/2)/2) .xcos (U) ;

>> Y=(14V.*cos(U/2)/2) .*sin(U);

>> Z=V.*sin(U/2)/2;

>> surf(X,Y,Z)

Ytan ar ett s.k. Mobiusband, vilket ofta anges som exempel pa en yta som inte
ar orienterbar. Orienterbara ytor har tva sidor, som mer allmént kallas for den
positiva respektive negativa sidan, men som ibland (nar det ar tydligt vad man
menar) kan beskrivas med t.ex. ovansidan/undersidan eller inuti/utanpa. Mobi-
usbandet dr daremot inte orienterbart eftersom den bara har en ”sida”. U

Exempel 2: T avsnitt 1.4 sag vi hur man kan plotta en sfiar genom att betrakta
den som en nivayta. Man kan ocksa plotta en sfiar genom att beskriva den som
en parametriserad yta. Sfiren x* + y? + 2% = 4 kan t.ex. beskrivas med;

T = 2sinu - cosv
y =2sinu - sinv O0<u<<n, 0<v<2n
z = 2cosu

och kan darfor plottas med foljande kommandon;

>> u=linspace(0,pi,20);v=linspace(0,2*pi,21);
>> [U,V]=meshgrid(u,v);

>> X=2%sin(U) .*cos (V) ;

>> Y=2%5in(U) .*sin(V);

>> Z=2xcos (U);

>> surf(X,Y,Z)

Vi kan héir dndra parameteromradet om vi bara vill plotta en viss del av sfiaren;
>> u=linspace(pi/4,3*pi/4,20) ;v=1linspace(-3*pi/4,pi,21);
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>> [U,V]=meshgrid(u,v);
>> X=2%sin(U) .*cos(V);
>> Y=2x%5in(U) .*sin(V);
>> Z=2%cos(U);

>> surf(X,Y,Z)

I ovanstdende parametrisering av sfaren sa ar radien hela tiden 2. Om vi later
radien variera med virdena pa vinklarna u och v sa far vi en annan yta kring
origo. Prova t.ex. foljande kommandon;

>> u=linspace(0,pi,20) ;v=linspace(0,2*pi,21);
>> [U,V]=meshgrid(u,v);

>> R=(2+sin(2*U)) ./ (2+cos(V));

>> X=R.*sin(U) .*cos(V);

>> Y=R.*sin(U) .*sin(V);

>> Z=R.*cos (U);

>> surf(X,Y,Z)

Néar man plottar ytor med hjélp av bl.a. surf sa ar det standard att ytan farglaggs
med en farg som beror pa hojden Over zy-planet dvs. viardet pa z i respektive
punkt. Om man vill kan man ocksa sjalv styra fargerna pa varje liten ytbit.
Foljande kommando véljer t.ex. fargerna slumpvis;

>> surf(X,Y,Z,rand(size(Z)))

Prova dven att jamna ut fargerna med;

>> shading interp D

Exempel 3: Om en kurva i zz-planet med parametrisering r = z(t)i+z(t)k , a <
t < b, roterar kring z-axeln skapas en s.k. rotationsyta. En sadan parametriseras
naturligt genom,;

x = xz(t) cosv
y = z(t)sinv a<t<b,0<v<2rm
z=z(t

~—

Notera att parametriseringen av sfiren i foregdende exempel bygger pa denna
form av parametrisering (dar kurvan ar halvcirkeln r = costi+sintk , —% <t<
7). Lat oss titta pa nagra fler rotationsytor. Lt oss t.ex. plotta den rotationsyta
som bildas d& kurvan r = ¢sinti + (¢t + cost)k , 0 <t < 3 roterar kring z-axeln;

>> t=linspace(0,3,20);v=1linspace(0,2%*pi,21);
>> [T,V]=meshgrid(t,v);
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>> X=T.*sin(T) .*cos(V);
>> Y=T.*sin(T) .*sin(V);
>> Z=T+cos(T);
>> surf(X,Y,Z)

Naturligtvis kan vi pa liknande satt beskriva rotationsytor kring x-axeln eller y-
axeln. L&t oss t.ex. plotta den rotationsyta som bildas da cirkeln (z —3)*+y? = 4
roterar kring y-axeln. Cirkeln parametriseras naturligt av r = (3 4+ 2cosu)i +
2sinuj , 0 <wu < 27, sa rotationsytan kan plottas med;

>> u=linspace(0,2*pi,20);v=1linspace(0,2%*pi,21);
>> [U,V]=meshgrid(u,v);

>> X=(3+2*cos(U)) .*cos(V);

>> Y=2%sin(U) ;

>> Z=(3+2*cos(U)) .*sin(V);

>> surf(X,Y,Z)

>> axis equal

Den yta som bildas pa detta sitt liknar en badring och kallas i matematiken for
en torus.

Med koordinatbyten ar det inte heller sa svart att astadkomma rotationsytor
kring andra fixa axlar. Mer allmént kan vi bilda tubliknande ytor kring kur-
vor sadana att om vi snittar en sadan tub vinkelrdt mot kurvans tangentrikt-
ning sa bildas cirklar. Antag t.ex.att r = r(t),a < t < b, ar en kurva i rum-
met och att N(¢) och B(t) ar ortogonala enhetsvektorer som &r vinkelrdta mot
kurvans tangentvektor r'(¢), for varje ¢ i intervallet [a,b]. Da bildar r(t,v) =
r(t) + rcos(v)N(t) + rsinvB(t),a <t < b,0 < v < 27, en parametrisering av en
sadan tub kring kurvan, dar snittkurvorna ar cirklar med radie r. Vi kan ocksa
lata tubens tjocklek variera utefter kurvan genom att lata radien r beror pa t.
Lat oss titta pa ett exempel.

Vi kan bilda en tub kring helixen r(¢) = costi + tj + sin2k,0 < ¢ < 10 genom
parametriseringen r(t,v) = r(t) 4+ r(t) cos(v)N(t) +r(t) sinvB(t),0 <t < 10,0 <
v < 27, dar r(t) = 0.240.1 cost, N(t) = cos ti+sin tk och B(¢) = sin ti+j—cos tk.
Notera har att N(¢) och B(t) ar ortogonala enhetsvektorer som &r vinkelrdata mot
r'(t). I MATLAB plottar vi darfor tuben med f6ljande kommandon;

>> t=linspace(0,10,60) ;v=1inspace(0,2*pi,61);

>> [T,V]=meshgrid(t,v);

>> R=0.240.1%cos(T);

>> X=cos(T)+R.*cos (V) .*cos(T)+R.*sin(V) .*sin(T);
>> Y=T+R.*sin(V);

>> Z=sin(T)+R.*cos (V) .*sin(T)-R.*sin(V) .*cos(T);

13



>> surf(X,Y,Z) O
>> axis equal

I ovanstaende parametriseringar var parameteromradena kvadratiska. I nasta ex-
empel beskriver vi nagra sitt att illustrera ytor dar parameteromradet inte ar
kvadratiskt.

Exempel 4: Lat oss rita den yta som ges av & = ucosv,y = usinv, z = uv, u®> < v < 4.
Vi véljer en rektangel som omfattar omradet: —2 < u <2, 0 < v <4 och plot-

tar som i tidigare exempel, men beraknar och ritar samtidigt bilden av randkurvan

dar v = v’

>> u=linspace(-2,2,20) ;v=1linspace(0,4,21);
>> [U,V]=meshgrid(u,v);

>> X=U.*cos(V);Y=U.*sin(V) ;Z=U.*V;

>> surf(X,Y,Z), hold on

>> t=linspace(-2,2,200);

>> xr=t.*cos(t."2);yr=t.*sin(t.”2);zr=t.”3;
>> plot3(xr,yr,zr,'-k'), hold off

Om vi vill kan vi ta bort den del av ytan som motsvarar parameterviarden som
inte uppfyller villkoret u? < v. I s& fall byter vi ut de virden i matrisen Z vars
motsvarande element i matriserna U och V dr sddana att u? > v, mot virdet
NaN (Not a Number). Nar MATLAB plottar sa utesluts ndmligen linjer till sdédana
véarden.

>> Z(£find(U.~2>V))=NaN;
>> surf(X,Y,Z), hold on
>> plot3(xr,yr,zr,'-k'), hold off

Kanten pa ytan blir da lite hackig eftersom MATLAB utesluter hela meshbitar. En
snyggare plot av ytan med béttre kant kan dstadkommas med ett parameterbyte.
Vi vill i sa fall byta parametrarna u, v mot tva nya parametrar, sig s,t, sadana
att parameteromradet i uv-planet motsvaras av en rektangel i st-planet. I detta
fall kan vi t.ex. sitta;

u=_t
v=4s+ (1 — s)t?
I s& fall motsvaras omradet u? < v < 4 i wv-planet en-entydigt av rektangeln

—2<t<2,0<s<11ist-planet. Om vi nu istéllet gor en mesh i st-planet och
plottar motsvarande del av ytan ovan sa far vi;

>> t=linspace(-2,2,60) ;s=1linspace(0,1,61);
>> [T,S]=meshgrid(t,s);
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>> U=T; V=4xS+(1-S) .*T."2;

>> X=U.*cos(V);Y=U.*sin(V) ;Z=U.*V;

>> surf(X,Y,Z), hold on

>> shading interp

>> plot3(xr,yr,zr,'-k'), hold off O

Om man vill kan man ocksa plotta normalvektorer till en parametriserad yta.
Man kan da anvianda kommandona surfnorm och quiver3.

Exempel 5: Foljande kommandon plottar funktionsytan z = ze™ V" och ett
antal normalvektorer till ytan.

>> x=linspace(-2,2,20);y=linspace(-1,1,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);Z=X.*exp(-X."2-Y.72);
>> [Nx,Ny,Nz]=surfnorm(X,Y,Z);

>> quiver3(X,Y,Z,Nx,Ny,Nz),hold on

>> surf(X,Y,Z), hold off

>> shading interp, axis equal

Istallet for att anvinda kommandot surfnorm sa kan man naturligtvis dven be-
rakna normalvektorer N till en parametriserad yta r = r(u,v), dar r(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), med hjélp av formeln N = r, X ry. Men eftersom cross
som beraknar vektorprodukter i MATLAB inte utfor elementvisa operationer pa
"vanligt” satt sa blir detta lite mer komplicerat. Vi lamnar darfor detta till lasaren
sjalv att fundera ut (i man av tid). O
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2 Ickelinjara ekvationssystem och optimering

2.1 Newtons metod for system av ekvationer

I detta avsnitt skall vi studera Newtons metod for 16sning av ekvationssystem.
Den som vill kan ocksa ldsa om metoden i avsnitt 13.6 1 kursboken Calculus (av
Adams och Essex). Lat oss t.ex. betrakta ett system av typen

{ flz,y)=0
g(x,y) =0

Om funktionerna f(z,y) och g(z,y) ér linjara kan vi anvénda oss av kédnda me-
toder fran linjar algebra kursen for att losa systemet. Situationen ar dock (i
allmanhet) betydligt mer komplicerad om funktionerna inte ar linjéra.

Lat oss borja med att titta pa harledningen av Newtons metod i en variabel dvs
for 16sning av en ekvation med en obekant. Antag att & ligger néra en 10sning
x* till ekvationen f(x) = 0. Om vi Taylorutvecklar f(x) kring & t.o.m.férsta
ordningen far vi f(z) =~ f(Z) + f'(Z)(x — ). Denna approximation stimmer bra
i en nira omgivning av ¥ och da speciellt for x = x* vilket ger oss att

0=f@") =~ f(2)+ f(@)@" -2) <«

f(@
)

Felet i denna approximation dr av storleksordningen |z* — Z|* (ty nésta term i
Taylorutvecklingen ar av den storleksordningen), vilket &r betydligt mindre an
det ursprungliga felet |z* — Z|. Vardet pa

~—

Om vi loser ut x* far vi att T F—

ger darfor en battre approximation av x* én vad ¥ gav. Savida man inte kdnner
sig n6jd med denna forbattrade approximation sa ar det hogst naturligt att tan-
ka sig upprepa proceduren for att ytterligare forfina approximationen. Newtons
metod innebar att man pa detta sétt successivt itererar sig ndrmare en 10sning
pa ekvationen.

Metoden kan ocksa askadliggoras geometriskt. Losningen pa ekvationen f(x) = 0
ar det z-virde for vilket grafen y = f(z) skir z-axeln. Nér vi ersatter f(z) med
dess Taylorutveckling i # t.0.m. forsta graden i ekvationen sa innebér det att vi
istéllet undersoker var tangenten till y = f(x) i punkten (Z, f(Z)) skir z-axeln.
Denna skérningspunkt blir sedan ny utgangspunkt for néasta iteration. Foljande
figur illustrerar ett steg i Newtons metod.
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Vi kan nu pa liknande sitt hérleda en metod for att losa system av ekvationer.
Antag att vi vill 16sa system av typen

{ f((x,y):O (1)

Om (Z,7) ligger nara en losning (x*, y*) till ekvationssystemet sa har vi

{ 0= f(z*,y")
O *

g9(z*,y")
Detta ér ett linjart ekvationssystem i de obekanta x* och y* (om vi betraktar
(Z,7) som kand). Sambanden kan ocksa uttryckas pa matrisform enl.

e g v =156

Felet i denna approximation dr av storleksordningen ||(z*,y*) — (Z,7)||?, vilket
ar avsevart mindre an ||(z*,y*) — (Z,9)|| som vi hade fran borjan.

& =
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Lésningen (Z,¢) pa ekvationen

sl e e

bor darfor ge en battre approximation till 16sningen (x*, y*) an vad (Z,7) gav.

Geometriskt innebéar metoden féljande: Losningen pé systemet (1) dr den punkt
(x*,y*) 1 vilket funktionsytorna z = f(z,y) och z = g(x,y) skir varandra i zy-
planet. Nér vi ersitter f(z,y) och g(z,y) med respektive Taylorutveckling i (Z, 7)
t.0.m. forsta graden i systemet sa innebér det att vi istédllet underséker var tan-
gentplanen till z = f(x,y) och z = g(z,y), dar (x,y) = (Z,9), skir varandra
i xy-planet. Denna skérningspunkt blir sedan ny utgangspunkt for nasta itera-
tion och man upprepar proceduren tills bada funktionsvardena ar tillrackligt sma.

Lat oss titta pa ett exempel,

Exempel 1: Antag att vi vill hitta en l6sning (z*, y*) till ekvationssystemet

{ zy(r —y) =1

Byt oyt =3

Ett satt att forsoka hitta lampliga startviarden for Newtons metod ér att plotta
nivakurvorna zy(x —y) — 1 = 0 och 23y* + 2% + y* — 3 = 0 pa ndgot omrade. Lat
oss prova foljande;

>> £=0(x,y) x.*¥y.*(x-y)-1; g=0(x,y) x.73.%y. 2+x.72+y."74-3;
>> x=linspace(-3,3,30) ;y=linspace(-3,3,31);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> contour(X,Y,f(X,Y),[0 0],'r"), hold on

>> contour(X,Y,g(X,Y),[0 0],'b'), grid, hold off

Vi inser da att det bl.a.finns en 16sning (skdrningspunkt) i nérheten av (0,2)
och anviander Newtons metod for att forbattra denna (grova) approximation till
l6sningen.

>> fx=0(x,y) 2*x.*y-y."2; fy=0(x,y) x.72-2%x.%y;

>> gx=0(x,y) 3*x.72.%y. 2+2%x; gy=0(x,y) 2%x.73.*y+dxy."3;
>> x1=0,y1=2

>> J=[fx(x1,y1) fy(xl,y1);gx(xl,y1) gy(xl,y1)];

>> ny=[x1;y1]+I\[-f (x1,y1);-g(x1l,y1)]

>> x1=ny(1); yl=ny(2);
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Hér har vi 16st det linjéra ekvationssystemet (2) med hjalp av backslash-kommandot
(ekvationsystem av typen Ax = b kan lésas i MATLAB med kommandot x=A\b).
Ett steg med Newtons metod ger (enligt ovan) att x* ~ —0.25 och y* ~ 1.59.
Om vi vill stega oss ndrmare den exakta losningen sa ar det bara att upprepa de
tre sista kommandoraderna ovan.

>> J=[fx(x1,y1) fy(xl,y1);gx(x1l,y1) gy(xl,y1)];
>> ny=[x1;y1]+I\[-f (x1,y1) ;-g(x1,y1)]
>> x1=ny(1); yl=ny(2);

vilket ger att x* ~ —0.38 och y* ~ 1.38. Man kan sedan upprepa iterationen
ytterligare nagra ganger tills man kénner sig néjd (t.ex.med en liten snurra).
Nedanstaende figurer illustrerar hur Newtons metod ger punkter som successivt
narmar sig l6sningen (den hogra bilden ar en uppforstorning av den vénstra).

O

Om bara startapproximationen é&r tillrédckligt bra kommer Newtons metod att
konvergera mot en 16sning valdigt snabbt ty konvergenshastigheten ar "kvadra-
tisk”. Det skall dock papekas att en dalig startapproximation ocksa kan leda till
att Newtons metod divergerar dvs. inte ndrmar sig nagon losning alls.

Lat oss nu titta lite mer allmént pa Newtons metod for system med n ekvationer
och n obekanta;

fl(l’l, ,J]n) = 0
: (3)
falz1,ofyzn) =0

Om vi sitter

T fi 0

xn fn 0



sa kan systemet (3) kortare skrivas
f(x) =0 (4)

Antag att vi pa nagot satt erhallit en approximativ 16sning x;, till detta system,
som vi vill forbattra. I analogi med ovan ersétter vi da f med sin linjéarisering i x;
(motsvarar Taylorutveckling av komponentfunktionerna t.o.m. ordning 1) dvs.

L(x) = f(xz) + Df (xx)(x — x)

dér Df(x) ar Jacobimatrisen for funktionen f(x), innehallande de partiella de-
rivatorna (se avsnitt 12.6 i Calculus, av Adams och Essex). Losningen till det
erhallna linjara ekvationssystemet

L(x) =0 ()

ger oss da en ny (och férhoppningsvis béttre) approximation xx,; av 16sningen
till det ursprungliga systemet (4).

Om vi infér h = x — x;, kan (5) skrivas
Df(Xk)h = —f(Xk)

Detta ar ett linjart ekvationssystem som vi 1oser med avseende pa h (forslagsvis
med hjélp av backslash-kommandot i MATLAB). Loésningen hy péa detta system
ger den vektor med vilket vi skall stega oss fram till ndsta punkt dvs.

X1 = Xi + hy,

Vi kan sedan upprepa processen, och forbattra approximationen ytterligare, ge-
nom att istallet utga fran x;,; som startapproximation.

Vi behover nédvandigtvis inte for hand exakt bestdmma de partiella derivatorna
i Jacobimatrisen Df(x) utan det duger (fér vara dndamal) bra med approxima-
tioner med hjélp av differenskvoter. Den j:te kolonnen i Df(x) kan t.ex. ersittas
med
f(x + oe;) — f(x — de;)
20
for nagot lampligt litet tal 0 (forslagsvis 107°), och déir e; ar j:te enhetsvektorn.

Lat oss illustrera detta med ett exempel.

Exempel 2: Antag att vi vill hitta en 16sning till ekvationssystemet

v +22 = 3
2422 = 2
-z = 0
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Vi borjar da med att skapa foljande funktion;
>> f=0(x) [x(2).72+x(3).72-3; x(1).72+x(3).72-2; x(1).72-x(3)]1;

Lat oss utga fran x; = (2,1,0) som startapproximation i Newtons metod. Vi
borjar med att berdkna Jacobimatrisen for f i punkten x;. Med en liten snurra
berdknar vi Jacobimatrisen (J), kolonn fér kolonn, med differenskvoter;

>> x=[2;1;0];
>> delta=10"(-5);
>> J=zeros(3,3);
>> for j=1:3 ...
ej=zeros(3,1);
ej(j,1)=1;
J(:,j)=(f (x+deltaxej)-f (x-deltaxej))/(2xdelta);
end

Sedan stegar vi oss fram till nasta approximation med foljande kommandon;

>> h=J\(-f(x));
>> x=x+h

Notera att vi hér tilldelar variabeln x den nya approximationen och darmed
skriver 6ver den foregaende approximationen.

Man kan naturligtvis upprepa processen ovan (t.ex. med en liten snurra) for att
forbéttra approximationen ytterligare. Utfor ytterligare nagra steg och forsok
avgora vilken 10sning vi narmar oss. U

2.2 Andra metoder for ekvationslosning

I MATLAB loser man normalt linjara ekvationssystem med s.k. vansterdivision
(kommandot \ ). Det finns &dven andra kommandon som kan vara anvindbara
vid 16sning av sadana system t.ex. rref, inv, det, rank, lu, qr, chol.

Om ekvationssystemet inte ar linjart sa kan man istéllet anvinda kommandot
fsolve. Kommandot finns inte inbyggt i MATLABs grundpaket utan kraver ett
speciellt programpaket, en sk.toolbox, som ar till for att 16sa optimeringspro-
blem (Optimization Toolbox, ge kommandot help optim for att se tillgangliga
kommandon). Chalmers har en MATLAB-licens fér denna toolbox (och en méngd
andra), sd om du jobbar pa en Chalmersdator bor det inte vara nagra néagra
problem att anvinda kommandot fsolve och andra funktioner i detta program-
paket.
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For linjara ekvationssytem vet vi att det antingen saknas l6sningar, finns en enda
l16sning eller sa har systemet oandligt manga losningar. Till ickelinjara ekvations-
system kan det dock finnas fler &n en 16sning utan att det noédvandigtvis finns
oandligt manga t.ex. tva, tre eller fler l6sningar.

Programmet fsolve kriver som indata (precis som Newtons metod) en start-
gissning dvs. en forsta approximation av 16sningen. For 2 x 2-system kan vi (som
i foregdende avsnitt) ev.bilda oss en uppfattning om hur manga losningar det
finns (och vilka dessa ar), pa ett visst omrade, genom att plotta nivakurvor. Var-
je skdrningspunkt mellan kurvorna motsvarar en 16sning till ekvationssystemet.
Om man inte har ndgon ytterligare information (om t.ex. det bakomliggande pro-
blemet och vad variablerna representerar) kan det dock vara svart att uppskatta
i vilket omrade man skall borja soka efter 16sningar (endast genom att studera
ekvationerna).

2 4+y=2

Exempel 1: Betrakta ekvationssystemet { r—yP=1

Lat oss undersoka om det mahdnda kan finnas nagra losningar i kvadraten

>> f=0(x,y) x.72+y-2; g=0@(x,y) x-y. 3-1;

>> [X,Y]=meshgrid(-4:0.1:4);

>> contour(X,Y,f(X,Y),[0 0],'r"), hold on

>> contour(X,Y,g(X,Y),[0 0],'p'), grid, hold off

Vi inser att det finns tva skarningspunkter och darmed tva losningar pa ekva-
tionssystemet i kvadraten. For att ndrmare bestimma den l6sning som ligger i
narheten av punkten (1,0.2) kan vi nu ge féljande kommandon;

>> fun=0(x) [f(x(1),x(2)),gx(1),x(2))];
>> losn=fsolve(fun,[1,0.2])

Observera har att vi maste skriva x(1) och x(2) istéllet for x och y nir vi
definierar den anonyma funktionen.

Om man vill kan man fa MATLAB att redovisa detaljer om de olika stegen som
fsolve utfor for att hitta losningen (eller snarare en forbattrad approximation
av losningen). Ge i sa fall foljande kommando;

>> options=optimset('Display','iter');
>> losn=fsolve(fun, [1,0.2],options)

Algoritmen innehéller villkor for nar iterationen skall avbrytas, och om man vill

kan man fordndra dessa villkor. Den som vill kan ldsa mer om detta t.ex. genom
att ge kommandot help fsolve. U
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Vi kan dven losa system med fler &n tva ekvationer och obekanta med fsolve.
Om ekvationssytemet bestar av tre ekvationer och tre obekanta sa finns (precis
som for 2 x 2-system) ockséd en mojlighet att tolka losningarna geometriskt. Varje
ekvation representerar da en nivayta och ev. losningar motsvarar gemensamma
skdrningspunkter i de tre ytorna (dvs. punkter som tillhor alla de tre ytorna).
Det kan dock vara svart att lokalisera losningarna grafiskt.

Exempel 2: Betrakta ekvationssystemet

21 — 62%2 = 0
2y — 3?2z = 0
203 + 12 = 10

For att fa en uppfattning om ev.16sningar till systemet provar vi med att plotta
de delar av nivdytorna 2x — 622z = 0, 2y — 3y?z = 0 och 223 + > = 10 som ligger
iomradet -4 <2 <4,—-4<y<4,—4<z<4.

>> £1=0(x,y,z) 2%x-6%x.72.%z;

>> £2=0(x,y,z) 2%xy-3*y."2.%*z;

>> £3=0(x,y,z) 2%x.73+y."3;

>> [X,Y,Z]=meshgrid(-4:0.3:4);

>> clf

>> isosurface(X,Y,Z,f1(X,Y,Z),0)
>> isosurface(X,Y,Z,f2(X,Y,Z)+5,5)
>> isosurface(X,Y,Z,f3(X,Y,Z),10)

Héar valde vi att addera en femma i den andra ekvationens bada led. Med detta
lilla trick kunde vi pa ett enkelt satt se till att de tre ytorna plottas med olika
farg (olika nivaer i samma figur ger olika farg). Av figuren kan det dock vara
svart att avgora antalet skarningspunkter och darmed hur manga l6sningar som
ekvationssystemet har och det kan vara dnnu knepigare att grafiskt bestdmma
narmevarden till 16sningarna. Genom att vanda och vrida pa figuren inser man
dock i detta fall att det bor finnas tre losningar; néra punkterna (2,0, 0), (0,2, 0)
resp. (1,2,0). Lat oss bestdmma dessa lite battre med hjilp av fsolve;

>> f=0(x) [f1(x(1),x(2),x(3)),
f2(x(1),x(2),x(3)),
£3(x(1),x(2),x(3))]
>> losnl=fsolve(f,[2,0,0])
>> losn2=fsolve(f, [0,2,0])
>> losn3=fsolve(f,[1,2,0]) U

Det gar aven bra att anvinda kommandot fsolve for att 16sa system med fler
an tre ekvationer och obekanta.
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2.3 Gradientmetoden for optimering

Vi skall borja detta avsnitt med att undersoka den geometriska betydelsen av
gradienten till en funktion. Lat oss t.ex. betrakta funktionen
60 — 2y? — 4oy — 2*

20

flzy) =
Vi borjar med att generera tva koordinatmatriser X och Y;

>> x=linspace(-2,2,20);y=linspace(-1,3,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

och berdknar sedan funktionsvirdena;

>> £=0(x,y) (60-2%y. 2-4xx.*y-x.74)/20;
>> Z=f(X,Y);

Eftersom f(z,y) = (—y — 2°)/5 och f/(z,y) = (—=y — x)/5 kan vi berdkna
gradienten i varje punkt i rutnitet med foljande kommandon;

>> fx=0(x,y) (-y-x.73)/5; fy=@(x,y) (-y-x)/5;
>> GX=fx(X,Y) ;GY=fy(X,Y);

Alternativt kan vi berdkna de partiella derivatorna (approximativt) med diffe-
renskvoter;

>> h=10"(-5);

>> fx=0(x,y) (f(x+h,y)-f(x-h,y))/(2*h);
>> fy=0(x,y) (f(x,y+h)-f(x,y-h))/(2*h);
>> GX=fx(X,Y);GY=fy(X,Y);

Vi kan sedan plotta nivakurvor och gradientvektorer i samma figur med kom-
mandot;

>> contour(X,Y,Z), hold on, quiver(X,Y,GX,GY), hold off

Om man dessutom ger kommandot axis equal blir vinklarna korrekta och man
ser att gradientvektorerna ar vinkelrdta mot nivakurvorna. Om man anvénder
quiver som ovan sa skalar MATLAB om vektorernas langd for att ge en battre
illustration av hur de varierar pa omradet. Vektorernas lingd relativt varandra
stdémmer dock. Om man trots allt vill plotta gradientvektorernas faktiska langd
sd kan man ge kommandot quiver (X,Y,GX,GY,0) (préva girna och jamfor).
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Gradienten ar en vektor som pekar i den riktning funktionsviardena okar mest
(se t.ex. avsnitt 12.7 i Calculus, av Adams och Essex). Kraftigare 6kning betyder
langre gradientvektor. Vi kan anvanda denna observation for stega oss fram mot
storre och storre funktionsvarden tills vi ev. hittar ett maximum. Féljande schema
beskriver denna idé;

(1) Viélja en startpunkt (x, ).
(2) Berdkna gradienten V f(x1,y1).

(3) Stega fram till ndsta punkt (z2,y2) genom;

(.TQ, 3/2) = (xlu yl) +r- Vf(xl, yl)
dar r ar ett lampligt (litet) tal.

(Soker vi minimum skall vi istéllet gé i riktningen —V f(z1,71))

(4) Berikna differensen f(zo,vy2) — f(z1,y1).

(Troligen kommer f(xzq,ys) att vara storre &n f(z1,y;) om inte r ar for
stort. Faktorn r kan behdvas eftersom funktionen kan vaxa valdigt brant.
Med r = 1 kan man missa maxpunkten helt eller kanske hoppa fram och
tillbaka. Det finns metoder med vilket man kan bestimma bra val pa r men
vi férdjupar oss inte i det hér)

(5) Upprepa (3) och (4) tills 4ndringen i funktionsvirde i (4) ar tillréckligt liten.

Denna metod for att hitta lokala max/min-punkter kallas ofta for gradientmeto-
den (men bendmns mer vanligen pa engelska med "method of steepest decent”).
Nedanstaende figur illustrerar hur man med denna metod successivt kan narma
sig en extrempunkt (startpunkten &r markerad med rott och efterfoljande steg
med gront).




Lat oss utfora nigra steg i gradientmetoden pa funktionen ovan (med litet positivt
viarde pa r) och se hur vi narmar oss en maxpunkt. For att tydligt f6lja vad som
hander i varje steg sa illustrerar vi stegen med plottar. Vi borjar med att plotta
grafen till funktionen;

>> surf(X,Y,Z),alpha(0.2),shading interp,hold on

Vi har har valt att halla kvar figurfénstret med kommandot hold on sa att vi
kan plotta fler saker i samma figur (se nedan). Vi har ocksa valt att géra ytan
lite transparant sa att kommande plottar skall synas lite béattre. Vi valjer nu en
startpunkt p = (x1, 1), t.ex.

>> p=[1,2];

Av illustrativa skél plottar vi nivakurvan till f genom (0, 1) och markerar punk-
ten (0,1, f(0,1) med en stjirna;

>> c=f(p(1),p(2));
>> contour(X,Y,Z, [c c]),axis equal

>> plot3(p(1),p(2),c,'r*")
>> plot3([p(1) p(1)]1,[p(2) p(2)1,[0 cl)

Sedan beréknar vi de partiella derivatorna till f(z,y) i (0,1);
>> gx=fx(p(1),p(2));gy=fy(p(1),p(2));

Gradientmetodens ide ar nu att stega fram i gradientens riktning till en ny punkt
q, som forhoppningsvis ligger ndrmare en maximipunkt..

>> r=0.7,;
>> q=p+r*[gx,gy]

Lat oss nu dra en linje mellan startpunkten p och den nya punkten ¢ sa att det
tydligt framgar att vi stegat oss fram vinkelrdt mot nivakurvan (i den riktning
for vilket funktionsvirdena véixer snabbast);

>> d=f(q(1),q(2));
>> plot3(q(1),q(2),d,'r*")
>> plot3([p(1) q(1) q(1)]1,[p(2) q(2) q(2)],[0 0 dI)

Analysera girna narmare genom att forstora och rotera bilden.
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Eftersom skillnaden i funktionsviardena;

>>

diff=d-c

ar relativt stor sa véljer vi att upprepa steg (3) och (4), och eftersom ¢ &r ny
utgangspunkt for vara berdkningar sétter vi;

>>

pP=q;

Da ar det bara att upprepa vara kommandon ovan;

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

c=f (p(1),p(2));

contour(X,Y,Z, [c c])
gx=fx(p(1),p(2));gy=fy(p(1),p(2));
q=p+r*lgx,gyl;

d=£f(q(1),q(2));

diff=d-c

plot3(q(1),q(2),d,'r*")

plot3([p(1) q(1) q(1)], [p(2) q(2) q(2)],[0 0 dl)
P=q

Antag nu att vi vill upprepa iterationen tills skillnaden mellan funktionsvirdena
i tva efterfoljande steg (diff) ar tillrickligt liten (vilket indikerar att vi kommit
nédra ett maximum). Upprepningen underlittas om vi gor en snurra;,

while diff>10"(-4)

c=f(p(1),p(2));

contour (X,Y,Z, [c c])
gx=fx(p(1),p(2));gy=fy(p(1),p(2));

q=p+r*[gx,gy]

d=£f(q(1),q(2));

diff=d-c

plot3(q(1),q(2),d,'r*")

plot3([p(1) q(1) q(1]1,[p(2) q(2) q(2)]1,[0 0 d])
pP=q;

pause (0.5)

end
hold off

Vilken lokal maximipunkt narmar vi oss i detta fall 7
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Gradientmetoden kan naturligtvis &ven anvandas for att hitta max/min av funk-
tioner av fler 4n tva variabler. Lat oss titta pa ett exempel dir funktionen beror
pa tre variabler och dar vi med plottar forsoker illustrera hur metoden stegar sig
fram till ett maximum.

142yt 2R

14 a2 4 2y2 4 24

Exempel 1: Betrakta funktionen f(z,y, z)

Lat oss borja med att illustrera funktionsvardena utefter nagra plan;

>> £=0(x,y,z) (1+x.72+y. 7 2+z2.72) ./ (1+x.72+2xy. 2+z.74);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(linspace(-3,3,20));

>> W=f(X,Y,Z);

>> slice(X,Y,Z,W,[-3 0 3],[-3 0 3],[1)

>> shading interp

>> alpha(0.35)

>> axis equal

>> hold on

Foljande snurra illustrerar sedan hur vi med gradientmetoden kan narma oss ett
maximum for funktionen f;

p=[1,1.5,2.5];

diff=1;

h=1e-5;

while diff>0.001
x=p (1) ;y=p(2) ;z=p(3);
grad(1)=(f (x+h,y,z)-f(x-h,y,z))/(2xh);
grad(2)=(f(x,y+h,z)-f(x,y-h,z))/(2xh) ;
grad(3)=(f (x,y,z+h)-f(x,y,z-h))/(2xh) ;
q=p+grad;
diff=£f(q(1),q(2),q(3))-f(x,y,2z);
quiver3(x,y,z,q(1)-x,q(2)-y,q(3)-z,'LineWidth',2)
pP=q;
pause(0.2)

end

hold off

Hér startade vi iterationen i punkten (1,1.5,2.5). Prova girna lite andra start-
punkter och se vad som hénder. 0
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2.4 Andra optimeringsmetoder

Om man vill bestdémma maximi- och minimipunkter till en reellvard funktion av
en variabel kan man t.ex. anvinda kommandot fminbnd. T.ex. ger;

>> f=0(x) x.*sin(x);
>> xmin=fminbnd(f,1,3), ymin=f(xmin)

en lokal minimipunkt (xmin) pa intervallet [1,3] till funktionen f(z) = xsinz,
samt funktionsvéirdet (ymin) i denna minimipunkt.

Notera att fminbnd nédvandigtvis inte ger den punkt dar funktionen antar sitt
minsta viardet pa intervallet, utan bara en lokal minimipunkt, som i exemplet
ovan (plotta grafen till funktionen och verifiera att fminbnd inte gav det minsta
virdet pa intervallet).

Det finns dessvérre inget kommando som pa liknande satt hittar maximum av
funktioner. Detta &r dock inget storre bekymmer ty maximipunkterna till f(x)
ar desamma som minimipunkterna till —f(x). Ett lokalt maxima hittar vi darfor
med féljande kommandon;

>> g=0(x) -f(x);
>> xmax=fminbnd(g,1,3), ymax=f(xmax)

For att hitta lokala minimipunkter till funktioner av flera variabler kan vi istéllet
anvinda fminunc (om funktionen &r differentierbar) eller fminsearch (om ej
differentierbar). Prova t.ex.

>> £f=0(x) x(1).*sin(x(2))+x(2)-cos(x(1));
>> xymin=fminunc(f, [7,-8]), zmin=f(xymin)

Notera hur vi hér definierat den anonyma funktionen med x(1) resp. x(2) istéllet
for x och y. Som input i fminunc maste man ange en startgissning (i detta fall
punkten (7, —8)) nira den sokta minimipunkten. Utifran detta virde stegar sig
metoden successivt narmare minimipunkten, tills tillracklig noggrannhet uppnas.
Om man vill kan man fa MATLAB att redovisa detaljer om de olika stegen som
fminunc utfér for att hitta minimipunkten (eller snarare en forbattrad approxi-
mation av minmipunkten). Ge i sa fall f6ljande kommando;

>> options=optimset('Display','iter');
>> xymin=fminunc(f, [7,-8],options)

Algoritmen innehéller villkor for nar iterationen skall avbrytas, och om man vill

kan man adndra pa dessa villkor. Den som vill kan ladsa mer om detta t.ex. genom
att ge kommandot help fminunc.
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Precis som for funktioner i en variabel finns inget fardigt kommando for att
bestdmma maximum av funktioner av flera variabler, utan man studerar istéllet
minimum av funktionen — f. T.ex. ger;

>> g=0(x) -f(x);
>> xymax=fminunc(g, [5,-9]), zmax=f(xymax)

en lokal maximipunkt till funktionen f(x,y) = xsiny + y — cosz i nérheten av
punkten (5, —9). Forsok overtyga dig om att ovanstaende kommandon verkligen
ger lokala maximi- och minimipunkter, genom att plotta funktionsytan och/eller
nivakurvor nira punkterna.

Ett annat alternativ om man soker max/min till en differentierbar funktion av
flera variabler ar att utnyttja det faktum att en max/min-punkt ocksa ar en
stationdr punkt dvs.en punkt dar Vf = 0. For att bestdémma losningar till ett
sadant system av ekvationer kan vi sedan anvinda teknikerna fran avsnitt 2.1
& 2.2. En fordel med denna metod ar att den (forutom max/min) ocksa ger oss
ev. sadelpunkter till funktionen. Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel 1: Betrakta ater igen funktionen f(z,y) = xsiny + y — cosx. De
stationdra punkterna till f(z,y) &r 1osningar till foljande ekvationssystem;

siny+sinz = 0
zcosy+1 = 0

Losningar kan vi sedan bestdmma med t.ex. Newtons metod (avsnitt 2.1) men lat
oss for enkelhets skull anvinda det fardiga kommandot £solve (se avsnitt 2.2);

>> fun=0(x) [sin(x(2))+sin(x(1)), x(1).*cos(x(2))+1];
>> stat=fsolve(fun, [8,-8])

Forsok verifiera att den punkt som erhélls &r en sadelpunkt till f(z,y). Plotta
t.ex. nivakurvor i en omgivning av punkten och undersok Hessianen till funktionen
f 1 den erhallna punkten. Prova girna ocksa att byta startpunkt och se om du
lyckas hitta samma max/min-punkter som med fminunc ovan. 0

Ibland vill man bestimma max/min av en funktion f(x) under ett eller flera
bivillkor. Da kan man istéllet anvinda kommandot fmincon. Bivillkoren kan
vara av lite olika typ t.ex. linjara bivillkor av typen Ax < c och/eller Bx = d dér
A, B ar matriser och c¢,d ar vektorer. Man kan ocksa som bivillkor ange enkla
granser pa x av typen 1 < x < u, for nagra vektorer 1, u. Det dr ocksa mojligt med
icke-linjdra bivillkor av typen g(x) < 0 eller h(x) = 0. Om sadana icke-linjéra
bivillkor finns med sa skall syntax for fmincon vara pa formen;

>> x=fmincon(f,x0,A,c,B,d,1,u,@nonlcon)
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dér £ 4r malfunktionen (angiven som anonym funktion), x0 ar en startapprox-
imation och nonlcon &r en funktionsfil for de icke-linjara funktionerna g och h
som skall ha formen;

function [g,h]l=nonlcon(x)
g:g(x(l) ,x(2),...,x(n));
h=h(x(1),x(2),...,x(@));

Normalt har vi inte bivillkor av alla typer pa samma gang i de problem vi vill
losa. D& ersatter vi motsvarande platser i anropet med [].

Liksom fminunc behover fmincon en startapproximation. Vi bor darfor forst bil-
da oss en uppfattning om det 6ver huvudtaget finns nagra max/min-punkter och
var vi i sa fall kan forvinta oss att dessa finns. Ibland kan en plott vara till hjalp
att undersoka detta. Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel 2: Antag att vi soker det storsta och minsta viardet pa funktionen
f(x,y) = zsiny +y(cosx — 1) da (z,y) ligger pa cirkeln (z —4)* + (y — 4)* = 10.

Lat oss borja med att plotta skdrningskurvan mellan funktionsytan z = f(x,y)
och cylindern (x —4)%+ (y —4)? = 10 (betraktad som en ekvation i z, y, z). Detta
kan vi t.ex. astadkomma med foljande kommandon;

>> f=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);

>> g=0(x,y) (x-4).72+(y-4).72;

>> [X,Y]=meshgrid(0:0.1:8); Z=g(X,Y);

>> g=contour(X,Y,Z,[10,10]);

>> q=q(:,[2:1length(q)]); x=q(1,:); y=q(2,:);
>> z=f(x,y); plot3(x,y,z),grid

Av figuren framgar tydligt hur funktionsvardena varierar och att det finns tva
maxima och tva minima. Det kan dock vara lite svart att avldsa var dessa ligger.
En annan figur, som kanske béttre ger oss en uppfattning om var max/min-
punkterna finns, far vi om vi plottar nivikurvan (z —4)? + (y — 4)* = 10 tillsam-
mans med ett antal nivakurvor till f;

>> contour(X,Y,f(X,Y)),grid,hold on
>> contour(X,Y,g(X,Y),[10,10]) ,hold off

Genom extrempunkterna vet vi att det gar nivakurvor till f som tangerar cirkeln.
Dessa nivakurvor finns (naturligtvis) inte med i figuren men vi kan uppskatta var
de skulle kunna tangera.
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T.ex.ser det ut som det ligger en minimipunkt nara (7,5). Lat oss anvanda
fmincon for att bestdmma denna extrempunkt narmare. Vi borjar da med att
skapa foljande funktionsfil;

function [g,h]=nonlcon(x)
g=[1;
h=(x(1)-4)"2+(x(2)-4)"2-10;

Hér satte vi g=[] eftersom vi inte har nagot bivillkor av typen g(x) < 0.

Sedan hittar vi extrempunkten med;

>> f=0(x) f(x(1),x(2));
>> x0=[7;5];
>> x=fmincon(f,x0,[]1,[],0],[1,[],[],@nonlcon)

Med kommandot ginput kan man istéllet vilja startpunkt genom att klicka pa
en punkt i figurfonstret. Det forenklar en del om man vill prova sig fram och
se vad som hénder for olika startvirden. Ge i sa fall féljande kommandon (och
upprepa dem t.ex. med en liten snurra);

>> x0=ginput (1)
>> x=fmincon(f,x0, [1,[],[],[], (], [],@nonlcon)

Om man vill bestdémma maximipunkterna sa maste man som tidigare studera
—f. Forsok bestamma alla de fyra extrempunkterna med hjélp av fmincon. Gor
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sedan en ny plott med nivakurvor till f och cirkeln i samma figur (i stil med
ovan), men se till att ocksa fa med nivakurvorna genom extrempunkterna. Det
kan se ut ungefar sa har;

Notera speciellt hur nivakurvorna till f genom extrempunkterna tangerar ni-
vakurvan (z—4)?+4(y—4)? = 10 (dvs. cirkeln). Eftersom gradienten till f(x,y) och
gradienten till g(z,y) = (r—4)%+ (y—4)? — 10 ar vinkelrita mot resp. nivikurvor
maste de vara parallella i extrempunkterna dvs. V f = AVg, for nagon konstant A.
Denna observation ligger till grund for idén bakom Lagrange multiplikatormetod
(se avsnitt 13.3 i Calculus, av Adams och Essex). Villkoret V f(x,y) = AVg(z,y),
tillsammans med bivillkoret g(z,y) = 0, ger oss ett ekvationssystem med tre ek-
vationer i tre obekanta (x,y och \). Systemen é&r i regel icke-linjéra och kan vara
knepiga (och oftast omojliga) att losa exakt for hand men kan lésas approxi-
mativt t.ex. med metoder fran avsnitt 2.1 eller 2.3. I varat exempel ovan erhalls
foljande ekvationssystem;

siny —ysinx —A-2(x—4) = 0
zcosy+cosr—1—A-2(y—4) = 0
(=42 +(y—4)? = 10

For att fa en uppfattning om ev. losningar till ekvationssystemet plottar vi de
delar av ekvationssystemets nivaytor som ligger i omradet 0 < z < 8,0 < y <
8,—4<\A<4

>> e1=0(x,y,z) sin(y)-y.*sin(x)-z.*2.*x(x-4);
>> e2=0(x,y,z) x.*cos(y)+cos(x)-1-z.*2.%(y-4);
>> e3=0(x,y,z) (x-4).72+(y-4).72;

>> [X,Y,Z]=meshgrid(0:0.3:8,0:0.3:8,-4:0.3:4);
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>> clf

>> isosurface(X,Y,Z,e1(X,Y,Z2),0)
>> isosurface(X,Y,Z,e2(X,Y,Z)+5,5)
>> isosurface(X,Y,Z,e3(X,Y,Z),10)

Vi ser att systemet verkar ha fyra 16sningar nira punkterna (6, 2, 0), (7,4, 0), (6,6, 1)
resp. (3,7,0). Detta stimmer &ven bra in pa tidigare plottar. For att bestamma
losningarna lite narmare anviander vi kommandot fsolve;

>> e=0(x) [el(x(1),x(2),x(3)),
e2(x(1),x(2),x(3)),
e3(x(1),x(2),x(3))-10]

>> losnl=fsolve(e, [6,2,0])

>> losn2=fsolve(e, [7,5,-1])

>> losn3=fsolve(e, [6,7,1])

>> losn4=fsolve(e, [3,7,0])

Ovan har vi sett tva olika satt med vilket vi kan bestdmma maximum och mini-
mum av funktionen f(z,y) = xsiny + y(cosx — 1) under bivillkoret (x — 4)? +
(y — 4)? = 10. Metoderna &r ganska generella och kan anvindas for andra lik-
nande problem. I vissa fall (som ovan, och i de flesta andra liknande problem
ni kommer stota pa i denna kurs), néar bivillkoret beskriver en méngd som kan
parametriseras, kan problemet dock férenklas. Om vi parametriserar cirkeln enl;

{ =44+ +10cost

<t<?2
y=4++10sint ’ Ost<om

och satter;

g(t) = f(4 +V10cost, 4 + 10sint)

sa reduceras problemet till att bestimma maximum och minimum av g(t), for
0 <t < 27m. Detta ar ett extremvardesproblem i en variabel och utan nagra
bivillkor, ett betydligt enklare problem an det ursprungliga. Ett lokalt minimum
finner vi t.ex. med foéljande kommandon;

>> £=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);

>> x=0(t) 4+sqrt(10)*cos(t); y=0(t) 4+sqrt(10)*sin(t);
>> fun=0(t) f(x(t),y(t));

>> tmin=fminbnd (fun,0,2*pi)

>> xmin=x(tmin), ymin=y(tmin), zmin=fun(tmin)

Bestédm aven de Ovriga tre extrempunkterna och jamfér med vad tidigare metoder
gav. [l
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3 Multipelintegraler

3.1 Dubbelintegraler

I detta kapitel skall vi studera olika séitt pa vilket man kan anvanda MATLAB for
att berdkna multipelintegraler, och i detta forsta avsnitt skall vi speciellt titta
pa dubbelintegraler. Lat oss borja med ett exempel.

Exempel 1: Antag att vi vill berdkna dubbelintegralen;

// (ysinx — zcosy + 10) dxdy
D

dar D ar rektangeln D :n <x <27, 0 <y <.

Just denna integral ar inte svar att analytiskt berdkna exakt (gor det!) men i
allmanhet ar det svart eller omojligt att berdkna integraler, och vi far néja oss
med narmevarden. Lat oss déarfor studera nagra numeriska metoder med vilket
integralen kan berdknas approximativt. Ett enkelt sitt att gora detta ar genom
Riemannsummor;

n m

Z Z f(@ij, yi) Az Ay;

i=1j=1
dér z; och y; édr indelningspunkterna i z-resp.y-led och dar Az; = x4 — 5,
Ay; = yj41 — y;, samt dar (x;5,y;;) dr en godtycklig punkt i delrektangeln R;; :
Ty S < Tiga, Y SY S Y

Eftersom integranden (i detta fall) ar positiv pa integrationsomréadet kan dub-
belintegralens vérde tolkas som volymen av en kropp (se figuren till vénster ne-
dan). Varje term i Riemannsumman kan ocksé tolkas som volym, av ett ratblock
med basen R;; och hojden f(x;;,v;;). Summan av dessa rétblocks-volymer ger
en god approximation av dubbelintegralens varde och i grans, da "indelningens
finhet” gar mot 0, kommer Riemannsummorna att ndrma sig integralens exakta
varde. Om vi i varat exempel delar in integrationsomradet i t.ex.13 x 13 del-
rektanglar och véljer x;; = x; och y;; = y; (motsvarar det nedre vanstra hérnet
i varje delrektangel) sa kan Riemannsumman illustreras med figuren till hoger
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neda__.

Om vi vill fa en god approximation av dubbelintegralens varde bor vi dock dela
in D i manga fler delomraden. Lat oss darfor istéllet gora en partition av D med
1000 x 1000 delrektanglar, alla med arean 72/10°;

>> n=1000;
>> x=linspace(pi,2*pi,n+1); y=linspace(0,pi,n+1);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

Om vi som ovan véljer x;; = x; och y;; = y; sa kan motsvarande Riemannsumma
berdknas med;

>> =0 (x,y) y.*sin(x)-x.*cos(y)+10;
>> dA=pi~2/n"2;
>> I=sum(sum(f(X(1:n,1:n),Y(1:n,1:n))))*dA

Om vi jamfor med integralens exakta virde 972 s& dr det relativa felet av stor-
leksordningen 1074, vilket fir anses ganska stort med tanke pa det mycket stora
antalet delrektanglar. For att minska relativa felet med en faktor 10, till stor-
leksordningen 107°, far vi rdkna med att 6ka antalet delrektanglar (och darmed
antalet element i matriserna X och Y') med en faktor 100, till 10%. Det tar 1ang
tid for MATLAB att hantera sa stora matriser som med denna metod behovs for
att uppna god noggrannhet, och det ar framfor allt inte speciellt effektivt. For
att ha nagot att jamfora med nar vi lite langre fram skall titta pa andra metoder
kan vi lata MATLAB méta den tid kalkylerna tar. Prova t.ex.

>> tic, I=sum(sum(f(X(1:n,1:n),Y(1:n,1:n))))*dA, toc

Skall man berdkna Riemannsummor med finare indelning kravs det att kalkylerna
organiseras pa annat sétt. 0

36



For att berdkna approximativa varden pa enkelintegraler (dvs. integraler av funk-
tioner av en variabel) anvinds ofta Simpsons formel. Den bygger pa att man
delar in integrationsomradet i sma intervall, sdg m stycken, och sedan approx-
imerar integranden i vart och ett av intervallen med ett andragradspolynom.
Detta polynom har samma varde som integranden i delintervallets andpunkter
och mittpunkt. Summan av integralerna av andragradspolynomen ger Simpsons

formel;
( b— q) 2l

Zwkka
2 4 2 4 2 41

(b—a) OChUJk- ar i tur och Ordning 6 67 6°6°6° 676 66"

[ sy

Har ar o), = a—|—2m+1

Genom upprepad integration, dar Simpsons formel anvinds forst vid integralbe-
rdkning i ena variabeln och sedan i den andra, kan man hérleda en tvadimensionell
Simpsons formel;

2m+1 2m—+1

//Df(:v,y)da:dy%(b__c Z Z wij - f(xi,y;)-

=0 j=0

Héar ar x; = a—|—2m+1(b—a) Yj = c+ 57 +1(d—c) och w;; = w; - wj.

forts. Exempel. Lat oss istillet anvinda Simpsons formel for att berdkna dub-
belintegralen;

// (ysinx — zcosy + 10) dxdy
D
dar D ar rektangeln D :n <x <27, 0 <y <.

Med 500 delintervall, och darmed 1001 punkter (inklusive mittpunkterna i delin-
tervallen), far vi foljden wy i MATLAB med;

>> m=500; n=2*m+1; w=[1 [3*ones(1,n-2)+(-1).7(2:n-1)] 11/6;
Vikterna w;; samlar vi sedan i matrisen;
>> W = w * w;

For att berdakna dubbelintegralen med Simpsons formel, och samtidigt ta berék-
ningstiden, ger vi sedan féljande kommandon;

>> x=linspace(pi,2*pi,n); y=linspace(0,pi,n);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> dA=pi~2/m"~2;

>> tic, I=sum(sum(W.*f(X,Y)))*dA, toc

Tidsatgangen blir ungefir samma som tidigare, men relativa felet blir nu av
storleksordningen 1/m?®. O
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MATLAB:s integralberdkningsprogram quad (for att berdkna enkelintegraler) an-
vander Simpsons formel men med en adaptiv metod dar intervallindelningen styrs
av berdkningsresultaten. Dar funktionen varierar mycket gors finare indelning,
och dar variationen ar liten gors grov indelning. Det finns ocksa ett par andra
berdkningsmetoder att tillga; quadl och quadgk. Du kan ldsa mer om detta i
MATLAB:s Product Help under rubriken Numerical Integration (Quadrature)

Dubbelintegraler 6ver axelparallella rektanglar kan i MATLAB berdknas med hjalp
av kommandot dblquad. I princip anvands upprepad integration genom att MAT-
LAB forst gor en indelning av den andra variabelns intervall, berdknar enkelin-
tegralen i alla dessa delningspunkter med avseende pa den forsta variabeln med
hjalp av quad (om man vill kan man i dblquad vélja annan metod for berdkning
av enkelintegralerna). Simpsons formel tillimpas sedan med dessa berdknade inte-
gralvirden. Indelningen av andra variabelns intervall forfinas, integraler berdknas
i de nya punkterna, Simpsons formel tillimpas igen. Proceduren upprepas till for-
andringen &r liten nog. Aven i detta fall gors indelningen finare dir det behdvs.
Trippelintegralsberakning, som vi kommer till i avsnitt 3.2 bygger pa samma idé.

forts. Exempel. Betrakta ater igen dubbelintegralen;

// (ysinx — z cosy + 10) dxdy
D
dar D ar rektangeln D :n <x <27, 0 <y <.

Eftersom vi redan definierat integranden som en anonym funktion kan vi berak-
na dubbelintegralen, med relativt fel 107% vilket dr grundinstillningen, genom
kommandot;

>> I = dblquad(f,pi,2*pi,0,pi)

Om vi jamfér med integralens exakta virde 972 sa ser vi att det relativa felet i
sjilva verket dr ungefir 107'°. For att minska berikningstiderna kan vi ibland
acceptera storre relativt fel. Kommandot;

>> I = dblquad(f,pi,2*pi,0,pi,0.006)

ger ett storre relativa fel &n ovan men dnda mycket béttre &n vad den forsta
Riemannsumman gav, och dessutom mer an tio ganger sa snabbt (kontrollera!).

O

Vid berdkning av dubbelintegraler 6ver ett allménnare omrade D, som ej nodvén-
digtvis ar rektangulart men som ligger inuti en axelparallell rektangel R, anvinder

v //Df(x,y)da:dy://Rf(a:,y)xp(x,y)dxdy

déar xp ar karakteristiska funktionen fér omradet D dvs.

|1 ,da(xz,y)eD
X<x’y)_{0 , da (z,y) € D
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Exempel 2: Antag att vi vill berdkna dubbelintegralen;

// (ysinx — zcosy + 10) dedy
D

dir D= {(z,y): 0<z <2, 0<y<z?}

Vi definierar da anonyma funktioner som motsvarar den karakteristiska funktio-
nen, integranden, och for enkelhets skull, produkten av dessa tva;

>> karD = @ (x,y) (0 <= x).*x (x <= 2).*%(0 <= y).* (y <= x.72);
>> f = 0(x,y) y.*sin(x)-x.*cos(y)+10;
>> fD = 0(x,y) karD(x,y).*f(x,y);

Eftersom D C {(z,y): 0 <2z <2, 0 <y <4}, sa berdknar vi sedan integralen
med kommandot;

>> I = dblquad(£fD,0,2,0,4)

Varje annan rektangel som omfattar D duger (prova det!). ([l

3.2 Trippelintegraler

Det ar inte nagon vasentlig skillnad pa berdkning av trippelintegral och dub-
belintegral med MATLAB. Motsvarigheten till dblquad for trippelintegraler heter
triplequad.

Exempel 1: Lat oss se hur man anviander triplequad for att berdkna integralen;

/// zy? 23 dedydz
D

dirD:0<z<1,0<y<2,1<2<2.

Vi borjar som tidigare med att definiera integranden som en anonym funktion;
>> f=0(x,y,z) X.*xy. 2.%z.73;

och for att berdkna integralen ger vi darefter kommandot;

>> I=triplequad(f,0,1,0,2,1,2) O
Om integrationsomradet inte ar ett ratblock definierar vi en karakteristisk funk-
tion for omradet, multiplicerar med den och integrerar, precis som i tvadimensio-

nella fallet.
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3.3 Monte Carlo metoden

I detta avsnitt skall vi se hur man kan berdkna flerdimensionella integraler ap-
proxmativt med den sa kallade Monte Carlo-metoden. Vi kommer inte att gora
nagon matematisk analys av hur effektiv och noggrann metoden ér, eftersom en
sadan analys forutsitter kunskaper i matematisk statistik.

Som ndmnts tidigare sa anvander programmen quad, dblquad och triplequad
Simpsons formel pa ett adaptivt satt, dar intervallindelningen styrs av berak-
ningsresultaten. Aven om metoden och programmen fungerar ganska bra pa de
flesta integraler sa finns det nackdelar. For det forsta kravs trots allt ganska
manga berdkningssteg for att ge onskad noggrannhet. Dessutom okar berék-
ningstiden vésentligt med okande dimension. Vidare har programmen problem
med diskontinuiteter, som naturligt kommer in om integrationsomradet inte &ar
en rektangel eller ett ratblock. Det finns heller inget fardigt M ATLAB-program
for n-dimensionella integraler med n > 3.

En enkel metod som kan vara en losning pa dessa problem ar Monte Carlo-
metoden. Lat oss illustrera idén bakom denna metod genom se hur vi kan berakna
arean A av ett omrade D som ligger inuti en kvadrat med arean 1 (se figur).

Om man véljer en punkt (z,y) slumpvis inuti kvadraten sa &r sannolikheten att
punkten ligger i omradet D precis A (man maste stélla en del krav pa hur omradet
ser ut, for att detta pastaende skall vara sant). Om man istallet véiljer NV sadana
punkter; (z;,v;), 1= 1,2,..., N, sd bor alltsa i genomsnitt A - N av dessa hamna
inuti D. Om M stycken av punkterna "traffar” D sa ar alltsa M ~ A - N, och
dédrmed A ~ M/N.

Mer allmént, om omradet D istéillet ligger inom en axelparallell rektangel R
med area W sa tar man istillet punkterna slumpvis i rektangeln R och far att
A~W - M/N.
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Med denna metod skall vi alltsa;

1. Vélja N punkter (x;,y;) slumpvis i rektangeln R.

2. Undersoka hur manga av de N punkterna som ligger i omrade D. Kalla
detta antal for M.

3. Ta A~ W . M/N som en approximation av omradets area.

Man kan visa att om omradet uppfyller vissa villkor (som uppfylls av de flesta
omraden man kan tdnkas komma pa) sa ar berdkningsfelet med denna metod
av storleksordning 1/v/N. I det tvidimensionella fallet &r detta jaimférbart med
Riemannsumman men i hogre dimension ar det vasentligt béttre.

Observera att om yp ar omradets karakteristiska funktion, och (z;,y;) ar de
slumpvis utvalda punkterna, sa ges antalet traffar i D av;

N
M = ZXD(%‘, Yi).
i=1
varpa vi far att;

A~ =D s Yi) -
N P XD(x7,7 y’l)

Exempel 1: Antag att vi vill berdkna arean av det omrade D i zy-planet som
gesav 1 <y <4, r<y<dx, x>0, y>D0.

Vi borjar med att skapa den karakteristiska funktionen for omradet;
>> karD=0(x,y) (x.*y>=1).*(x.*xy<=4).x(y>=x).*(y<=4x*x);

De tva hyperblerna skéar linjerna i punkterna (%, 2),(1,1),(1,4),(2,2) och det ar
inte svart att se att omradet D ligger inuti rektangeln R : % <r<2, 1<y<4

Vi behover sedan generera slumpvisa punkter i rektangeln R. Detta astadkoms
genom att forst generera slumpvisa punkter i kvadraten med sida 1, multiplicera
med intervallens lingder och sedan translatera sa att vanster &ndpunkt blir ratt;

>> N=1000; X=rand(N,2);
>> x=1/2+3/2%X(:,1); y=1+3%xX(:,2);

Lat oss undersoka vilka punkter detta genererar genom att plotta alla punkter
som hamnat inuti D med bla prick och ¢vriga med rod prick;

>> in=find(karD(x,y)==1); plot(x(in),y(in),'p.'), hold on
>> out=find(karD(x,y)==0); plot(x(out),y(out),'r."), hold off
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Eftersom rektangelarean ar % -3 = % far vi arean med;

>> A=9/2xsum(karD(x,y))/N

Nu nar vi ser att det hela fungerar kan vi 6ka antalet punkter t.ex. till en miljon;
>> N=10"6; X=rand(N,2);

>> x=1/2+3/2%X(:,1); y=1+3xX(:,2);

>> A=9/2*sum(karD(x,y)) /N

Detta ger att arean av D ér ~ 2.08, vilket ar att jamfora med det exakta vardet

som ar 31n(2) (= 2.076). En plott med alla punkter som hamnat inuti D ger en
fin bild av omradet D;

>> in=find(karD(x,y)==1); plot(x(in),y(in),'.")

O

En véisentlig fordel med metoden ar att varken berdkningarna eller felet paver-
kas av dimensionen. Om man har en n-dimensionell kropp som ligger i ett n-
dimensionellt ratblock av volym W och slumpmaéssigt tar N punkter i detta
ratblock, sa ar kroppens (n-dimensionella) volym V ~ W - %, dar M ar antalet
punkter som ligger i kroppen.

Om man istéllet vill berdkna en multipelintegral,

1= [ [ fxax,

sa gor man precis pa samma satt, fast nu blir

W N
I =~ ﬁ;XQ(Xz‘)f(Xi)-



Det finns forbattringar av metoden som vi inte gar nédrmare in pa hér men vill
du veta mer kan du t.ex. besoka web-sidan;

http://en.wikipedia.org/wiki/Monte Carlo method

Exempel 2: Antag att vi vill berdkna trippelintegralen;

/// 1/y/2? + y? + 22 dedydz
D

dir D= {(z,y,2) : 2+ 3> +22<9, 2>0, y > 1, 2 > 2}.

Notera att omradet D ligger inuti ratblocket R: 0 <x <3, 1<y <3,2<2<3
med volymen W = 6.

Som vanligt definierar vi omradets karakteristiska funktion och integranden som
anonyma funktioner;

>> karD=0(x,y,z) (x.72+y."2+z.72 < 9)
>> f=0(x,y,z) 1./sqrt(x.”2+y."2+z.72)

och produkten:
>> fD=0(x,y,z) karD(x,y,z).*f(x,y,z)

Vi later sedan MATLAB bestdmma en miljon punkter i ratblocket R slumpvis
med kommandosekvensen;

>> N=1076; X=rand(N,3); x=3*%X(:,1); y=1+2%X(:,2); z=2+X(:,3);
Detta ger da integral-approximationen;

>> W=6;
>> I=sum(fD(x,y,z))*W/N O
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4 Vektoranalys

4.1 Vektorfalt

Vi kan illustrera vektorfalt, saval i planet som i rummet, med kommandona
quiver resp. quiver3. Forst maste vi dock skapa ett rutnit med de punkter i vil-
ket vi vill sitta pilar (som illustrerar vektorfaltets storlek och riktning i respektive
punkt). Det plana vektorfiltet F = sin (xy)i+ cos (z — y)j kan vi t.ex. illustrera
med féljande kommandon;

>> F1=0(x,y) sin(x.*y); F2=@(x,y) cos(x-y);
>> x=linspace(-3,3,20) ;y=linspace(-3,3,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> quiver (X,Y,F1(X,Y),F2(X,Y))

Det &r viktigt att tdnka pa att man inte satter pilarna for tatt (dvs. har for manga
element i vektorerna x och y). A andra sidan vill man ha tillrickligt med pilar
for att fa en bra uppfattning om vektorféltets skiftningar. Det kan vara svart att
fa det bra fran borjan och man kan behova prova sig fram.

Lat oss dven plotta ett vektorfalt i rummet;

>> F1=0(x,y,z) x.73.*xy+z.72;

>> F2=0(x,y,z) X.*y. 2+z.72;

>> F3=0(x,y,z) Xx.72+y."2.%z;

>> x=linspace(-3,3,11);y=linspace(-3,3,10) ;z=linspace(-3,3,10);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> quiver3(X,Y,Z,F1(X,Y,Z) ,F2(X,Y,Z) ,F3(X,Y,Z))

Om man har véljer for manga punkter finns ocksa risken att det tar for lang tid
for MATLAB att plotta figuren (och att det hénger sig), sa var forsiktig nar du
skapar rutnitet med meshgrid. Borja hellre med ett lite grovare rutnat for att
sedan forfina i den mén det behovs.

4.2 Faltlinjer och floden

Vi kan dven anvinda MATLAB for att plotta féltlinjer till vektorfilt t.ex. med
hjélp av kommandot streamlines (faltlinjerna kallas ju stromlinjer om vektor-
faltet representerar hastighetsvektorer i ett flode). Man maste da ocksa ange i
vilka startpunkter som faltlinjerna skall borja i. Startpunkterna kan tex. skapas
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med meshgrid. Foljande kommandon plottar nagra faltlinjer till vektorfaltet
F = sin (zy)i+ cos (z — y)j i samma figur som vektorfiltet sjalvt;

>> x=linspace(-3,3,20) ;y=linspace(-3,3,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> Fl=sin(X.x*Y); F2=cos(X-Y);

>> quiver(X,Y,F1,F2)

>> [Sx,Syl=meshgrid(-2:0.5:2);

>> streamline(X,Y,F1,F2,Sx,Sy)

4

4 L L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Startpunkterna anges hér av matriserna Sx och Sy. Vi kan naturligtvis plotta
faltlinjerna genom samtliga punkter i vilket vi ritat en pil, men da riskerar vi att
figuren blir for plottrig. Prova och avgor sjalv;

>> streamline(X,Y,F1,F2,X,Y)
Det gar édven bra att plotta faltlinjer till vektorfalt i rummet;

>> x=linspace(-3,3,11); y=linspace(-3,3,10); z=linspace(-3,3,10);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F1=X."3.*%Y+Z.72; F2=X.xY.72+Z.72; F3=X.72+Y."2.%Z;

>> quiver3(X,Y,Z,F1,F2,F3)

>> [Sx,Sy,Sz]=meshgrid(-2:1:2);

>> streamline(X,Y,Z,F1,F2,F3,Sx,3y,S52)

Om man vill kan man ocksa véilja startpunkterna for faltlinjerna sa att de ligger
pa en och samma (parametriserad) yta. Prova t.ex.

>> [S,T]=meshgrid(0:0.1:1);

45



>> 8x=85.72-T; Sy=S+T."2; Sz=S-T;
>> surf (Sx,Sy,Sz)
>> streamline(X,Y,Z,F1,F2,F3,Sx,Sy,Sz)

Startpunkterna kan ocksa ligga pa en nivayta. Prova t.ex.

>> [S,T,R]=meshgrid(-3:0.3:3);

>> G=S.72+T."2+R."2;

>> clf, isosurface(S,T,R,G,1);

>> [p,ql=isosurface(S,T,R,G,1);

>> Sx=q(:,1); Sy=q(:,2); Sz=q(:,3);
>> streamline(X,Y,Z,F1,F2,F3,5x,Sy,Sz)

Man kan ocksa studera hur partiklar ror sig (utefter filtlinjerna) under inverkan
av vektorfiltet;

>> verts = stream3(X,Y,Z,F1,F2,F3,Sx,Sy,Sz);
>> iverts = interpstreamspeed(X,Y,Z,F1,F2,F3,verts,0.01);
>> streamparticles(iverts,30,’animate’,10, ’FrameRate’,50)

Om man vill illustrera nagon typ av flode/stromning genom en yta sa kan det
racka med att plotta hastighetsvektorer pa sjéilva ytan (och inte i det omgivande
omradet). Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel 1: Lat S vara den yta som parametriseras av o = s+t,y = s> —t2, 2 =
st,

0 < st <1lochlat F = (x— 1)i+ 2zj — yk vara hastighetsvektorn i en
vatskestromning. Den vétskevolym som strommar genom ytan S ges av norma-
lytintegralen [[¢ FsN dS. For att illustrera hur strémningen varierar utefter ytan
plottar vi ett antal hastighetsvektorer pa ytan S.

>> [S,T]=meshgrid(0:0.05:1);

>> X=S+T; Y=S.72-T."2; Z=S.xT;

>> surf(X,Y,Z), hold on

>> F1=X-1;F2=2%x7;F3=-Y;

>> quiver3(X,Y,Z,F1,F2,F3), hold off
>> shading interp, axis equal

Om man &r mer intresserad av hur mycket vitska som strommar genom ytans
olika delar och inte stromningens riktning sa kan man plotta hastighetsvektorer-
nas projektion i normalriktningen. Detta ar lite mer komplicerat men kan t.ex.
utforas med foljande kommandorader.
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>> [S,T]=meshgrid(0:0.05:1);

>> X=S+T; Y=S.72-T.72; Z=S.xT;

>> surf(X,Y,Z), hold on

>> [U,V,W]=surfnorm(X,Y,Z);

>> k=sqrt (U. 2+V.72+W."2); U=U./k; V=V./k; W=W./k;
>> [m,n]=size(U); r=m#*n;

>> ug=U(1:r); vg=V(l:r); wg=W(l:r);

>> xq=X(1:r); yg=Y(1:r); zq=Z(1l:1);

>> pg=dot ([ug;vq;wql, [xq-1;2*zq;-yql);

>> P=ones(size(U)); P(1l:r)=pq;

>> quiver3(X,Y,Z,P.*U,P.*V,P.*W), hold off
>> shading interp, axis equal

Istallet for att plotta normalvektorer till ytan som med sin langd anger strom-
ningens storlek genom ytan sa kan vi lata fargen pa ytan variera med langden pa
vektorerna (om man inte anger nagot annat sa bestdms fargen péa ytan av hojden
over xy-planet dvs. virdet pa z i resp. punkt). Det kan da vara léttare att se at
vilket hall stromningen sker och hur stor den ar pa ytans olika delar. Istéllet for
att anvinda quiver3 (dvs. den nést sista kommandoraden ovan) sa ger vi i sa fall
foljande kommando;

>> surf(X,Y,Z,P), colorbar, shading interp

Det roda anger stromning genom ytan at det ena hallet och blatt at det andra
hallet. O

4.3 Divergens och rotation av vektorfalt

Tva viktiga begrepp inom vektoranalysen ar divergens och rotation. For ett vek-
torfalt F(x,y, 2) = Fi(z,y,2)i+ Fy(z,y, 2)j + F3(z,y, 2)k ger divergensen;

oF, O0F, OF:
1, Of Ol

divE = ox oy 0z

ett matt pa vektorfaltets tendens att "strala” ut fran (eller in mot) en viss punkt.
Antag till exempel att vektorfiltet beskriver hastigheten hos molekylerna i en
gas som hettas upp eller kyls ner. I omraden déir gasen expanderar har divergen-
sen ett positivt virde (sadana omraden kallas kéllor) och i omraden dar gasen
komprimeras ar divergensen negativ (sidana omraden kallas sdnkor).

Divergensen kan i MATLAB berdknas med kommandot divergence och for att il-
lustrera storleken divergensen hos ett plant vektorfilt kan vi t.ex. anvinda contourf;
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>> x=linspace(-3,3,30) ;y=linspace(-3,3,31);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> Fl=sin(X.*Y); F2=cos(X-Y);

>> DIV=divergence(X,Y,F1,F2);

>> contourf(X,Y,DIV), hold on

>> quiver(X,Y,F1,F2), hold off

och for vektorfalt i rummet kan vi t.ex. anvinda slice;

>> x=linspace(-3,3,21); y=linspace(-3,3,20); z=linspace(-3,3,20);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F1=X.73.%Y+Z.72; F2=X.*xY. 2+7Z.72; F3=X.72+Y."2.%Z;

>> DIV=divergence(X,Y,Z,F1,F2,F3);

>> slice(X,Y,Z,DIV, [3],[3],[-3])

Man kan ocksa anvinda kommandot streamtube som plottar féaltlinjer i form av
tuber. Tjockleken pa tuberna varierar proportionellt mot storleken pa divergensen
utefter resp. faltlinje;

>> [Sx,Sy,Sz]=meshgrid(-2:1:2);
>> streamtube(X,Y,Z,F1,F2,F3,8x,Sy,Sz)
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En annan typ av information om vektorfiltet ger rotationen;

_ (0F3  O0Fy)\, oF, 0F3)\ . 0F, OF1)\ .
CuﬂF_(@y 8z>1+<82 0x>‘]+<0x 8y>1

Till skillnad mot divergensen (som &r en skaldr) s& ger rotationen en vektor i
varje punkt. Langden pa vektorn ger ett matt pa vektorfiltets tendens att virvla
i resp. punkt och riktningen pa vektorn beskriver den axel kring vilket det virvlar
mest. For att illustrera storleken pa divergensen hos ett plant vektorfilt kan vi
som ovan t.ex.anvanda contourf;

>> x=linspace(-3,3,30) ;y=linspace(-3,3,31);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> Fl=sin(X.*Y); F2=cos(X-Y);

>> Rz=curl(X,Y,F1,F2);

>> contourf(X,Y,abs(Rz)), hold on

>> quiver (X,Y,F1,F2), hold off

och for vektorfilt i rummet kan vi t.ex. anvinda slice;

>> x=linspace(-3,3,21); y=linspace(-3,3,20); z=linspace(-3,3,20);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F1=X."3.*%Y+Z.72; F2=X.xY.72+Z.72; F3=X.72+Y."2.%*Z;

>> [Rx,Ry,Rz]=curl(X,Y,Z,F1,F2,F3);

>> slice(X,Y,Z,sqrt (Rx. 2+Ry."2.72+Rz."2), [3], [3], [-3])

Man kan ocksa anvinda kommandot streamribbon som plottar faltlinjer i form
av band. Dar bandet vrider sig mycket runt filtlinjen ar rotationen stor;

>> [Sx,Sy,Sz]=meshgrid(-1:1:1);
>> streamribbon(X,Y,Z,F1,F2,F3,S5x,Sy,Sz)

Det kan ta lite tid for MATLAB att utfora berakningarna och plotta resultatet sa
ha lite talamod. Ténk pa att vara forsiktig med storleken pa matriserna, borja
hellre med en gles indelning och forfina gradvis.
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