CHALMERS | &%

Flervariabelanalys



De flesta tillstand /forlopp man vill beskriva/studera beror inte
bara pa en variabel utan oftast pa flera variabler /parametrar

Ett tillstand hos en partikel/objekt beror normalt ocksa pa
dess position (x,y, z) och ev. tidpunkt ¢

t.ex. temperatur, tryck, massa, position, hastighet, accelleration, mm

./V(.ZE,’y, z,t)

p(x,y,2,1)

Vi skall borja med att studera reellvarda funktioner av tva variabler

f(z,y)



En reellvard funktion f(x,y) av tva variabler kan askadligoras
t.ex. genom att skissa/plotta dess graf i rummet.

. Funktionens graf

o 2= f(;c,y) |
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En reellviard funktion f(x,y) av tva variabler kan ocksa askadligoras
genom att plotta s.k. nivakurvor.
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Varje niva kurva ar losningsmaéangden till en ekvation av typen

f(a:,y) = C



Nivakurvor anvands bl.a. for att illustrera nivaskillnader pa
vanliga topografisk kartor

eller for att illustrera temperaturer och/eller lufttryck pa
meterologiska kartor

1sotermer

isobarer



...eller sa anvander man bara farger for att beskriva olika nivaer.




... som pa dessa kartor

Init : Tue,21MAY2002 122 Valid: Tus,21MAYZ002 182
2m Temperatur (Grad C)

Doter: 00z—Louf des MRF/AVN—Modells des amerikanischen Wetterdienstes
Wetterzentrale Karlsruhe

Top Kartsn @ httpr//wwwmetterzentrale.de,/topkarten,

... eller sa kombinerar man farger och nivakurvor for att fa med
mycket information och illustrera samband.

Thursday 29 November 2012 12UTC ©ECMWF Forecast t+144 VT: Wednesday 5 December 2012 12UTC
Surface: Mean sealevel pressure/200 HPa Wind Speed

Gemensamt for kartorna ar att de alla illustrerar olika
funktioner av tva variabler



Funktioner f(z,y,z) av tre variabler ar svarare att illustrera grafiskt
eftersom vi bara har tre rumsdimensioner.

men ibland kan man fa en bra bild av sadana funktioner genom att
plotta s.k. nivaytor dvs. losningsmangden till ekvationer av typen

Detta ar nivaytan
2+ 2% + 322 =2

flx,y,2)=C

flx,y,z) =2
flx,y,z) =3
f(mayvz) =
flz,y,2) =5

Detta ar nagra nivaytor till funktionen

flz,y,2) = (x+ zcosy)(y + sinzz)



. eller sa kan man anvanda farg eller nivkurvor for att illustrera

funktionsvéardena f(x,y, 2)

tvalda ytor

o

pa vissa u

t.ex. pa plan parallella med koordinatplanen
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Om definitionsmangden D¢ inte anges explicit sa ar det underforstatt
att med Dy menas alla (z,y) € R? for vilket f(z,y) existerar (dvs. kan
tolkas entydigt) som ett reellt tal.

/ Y
Exempel 1: Om f(x,y) =+« +y saéar ’ Dy
Df cx+y >0
€T
om inget annat anges /
r+y=0
Y
Exempel 2: Om f(x,y) = arcsin (zy) sa ar  y ﬂ&m
Dy: -1<zy<1 Dy
om inget annat anges _
- /Y
Exempel 3: Om f(z,y) =In(2—-3) saér // //
T D :t: = 292
Df: 2—5>00chy#0 /

om inget annat anges




Om det ar mojligt /rimligt sa kan det ibland vara till stor hjalp att kunna
skissa grafer for hand.

Exempel 1: f(x,y) =4 —x — 2y 4>{
Y
antag Dy :x >0,y >0 —

z=4—x — 2y ar del av ett plan

z
Exempel 2: f(z,y) =4 — 2? 4
antag Dy = R? / " ’ A

2 =4 — 22 #&r en parabolisk cylinder == 2\

4
Exempel 3: f(:c,y) =4 —a? — 292 K%y
antag Dy = R?

2 =4 — 2% — 2y? &r en paraboloid




. eller skissa nivakurvor for hand.

h C=4(C=2 =0 C = —9
Yy ~
Exempel 1: f(x,y) =4 —x — 2y % N
~ \
antag Dy :x >0,y >0 ~

4 —x — 2y =C ar linjer k

!

C =4
Y
Exempel 2: f(z,y) =4 — 2? d o=z
K/
antag Dy = R? A —c—o
4—22=C ©ao=+V/4-C $;_\xc_—z
ar ocksa linjer =4

Exempel 3: f(x,y) =4 — 2% — 2y?
antag Dy = R?

4—2°2-2y°=C ©22+29°=4-C
ar ellipser




.. och hér ar ytterligare nagra exempel

Exempel 1: Funktionen f(z,y) = \/zy é&r definierad

for alla (z,y) sadana att zy > 0.
vilket ar uppfyllt om bade x > 0
och y > 0 eller om bade x <0
och y <0.

Exempel 2: Har ar en skiss av grafen till
funktionen f(z,y) = /2% + y?
Notera att z = /22 + 2 &
2yt =22, 2>0
vilket beskriver en cirkular kon.

Exempel 3: Nivakurvorna till funktionen
2
flx,y) = % beskrivs av;

%220 &y = Cz?

vilket ar parabler genom origo.




ﬂ)eﬁnition: En reellvard funktion f(z,y) sidgs ha gransvardet L da \
(z,y) gar mot (a,b) om det till varje € > 0 finns ett tal § > 0 sadant att;

[f(z,y) = L] <€ da (z,y) € Dy och |(z,y) —(a,b)] <0

I sa fall skriver vi V (z—a)2+(y—b)2

flzx,y) = L da (x,y) — (a,b)

eller
lim  fla,y) =L

\ (z,y)— (a,b) /

Intuitivt: R2

= f(SU, y)
(a,b) T

(:Ev y) >e

7=




En annan illustration av gransvarde

Gransvarde existerar. |
inte i denna punkt

Grénsvirde existerar.
: 1 .1 denria punkt, -

086
0.4



punkt (a,b) € Dy om
lim  f(z,y) = f(a,b)

(@,y)—(a,b)

Om f(x,y) ar kontinuerlig i varje punkt i Dy sa sager vi att f(x,y)
\ér en kontinuerlig funktion

/Deﬁnition: En reellviard funktion f(z,y) sigs vara kontinuerlig i en \

J

f(x,y) ar kontinuerlig 6verallt

utom langs denna linje 05 ...
\




I avsnitt 12.2 i Adams finns ett antal elementara gransvardesregler listade
t.ex. att

lim x,y) + g(x, = lim r,y)+ lim x,
(:n,y)—>(a,b)(f( y) + g(x,y)) (x,y)%(a,b)f( Y) (xay)%(a,b)g( Y)

om bada gransvardena i hogerledet existerar.

. men precis som for funktioner av en variabel sa kan det vara svart att
avgora om ett gransvarde existerar t.ex. for ett gransvarde av typen

. f(z,y)
1M
(z,y)—(a,b) g(x,y)

da lim x,y) =0 och lim x,y) =0
(x,y)%(a,b)f( Y) (may)ﬁ(a,b)g( 2
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For reellviarda funktioner av en variabel f(z) definieras derivata genom;

fay - i L) = ()

h—0 h

y = f(x)

Tangentlinjen

y = [f(a)+ [(a)(x —a)

F@@—a

____________________________________________________________________________________




For reellviarda funktioner av tva variabler f(z,y) kan vi t.ex. méta
lutningen i z-led och y-led genom de s.k. partiella derivatorna;

! T f(a—l—h,b)—f(a,b)
fl(afab)_}llli}r(l) h

b+ k) — b
fé(a’b):%ii% fla,b+ ]2 f(a,b)

Det finns aven andra beteckningar for partiell derivata;

f{(a’ab) — fl(aab) — le(aab) — f;(a,b) — g_i(aj’ b)

N —

Dessa tva beteckningar anvinder Adams

Vi sdger att f(x,y) ar partiellt deriverbar i (a,b) om bade
fi(a,b) och fi(a,b) existerar.



Illustration av partiell derivata

Fola,b) = 0.25




Raknetekniskt skall y uppfattas som konstant nar man deriverar m.a.p. «
och vice versa. Har ar nagra exempel;

Exempel 1: Om f(z,y) = 2%y + 2y? sa ar
filz,y) = 2zy

fo(x,y) =2 + 4y

Exempel 2: Om f(z,y) = sin (zy?) sa ar
fi(@,y) = cos (zy?) - y*

fa(@,y) = cos (zy?) - 2zy

Exempel 3: Om f(z,y) =y-g(x® +vy),
dér g(t) ar nagon deriverbar funktion av en variabel, sa &r

fi(z,y) =2zy - ¢ (2* +y)

folxy) =9 +y)+y- g (z* +y)



Tangentvektorerna spanner upp ett tangentplan




En normalvektor till tangentplanet far vi om vi tar vektorprodukten
av de tva tangentvektorerna;

N = @i+ fi(a,b)k) x (j+ fa(a,b)k) =

W

|
O = -
)—lohl
&h%

N~F~

Eaﬂ Z) — _f{(a7b)1 - fé(aab)J + k

a,b)

Om (z,y, z) dr en punkt i tangentplanet genom (a,b, f(a,b)) sa ar
v=(r—a,y—0b,z— f(a,b)) en vektor i planet varpa det foljer att;

N.v=0
e
—fi(a,b)(z — a) — f4(a,b)(y — b) + (= — f(a,b)) =0
e

[ 2 = f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + fi(a, b)(y — b) ] e o e




Geometrisk tolkning av tangentplanets ekvation

[ z = [f(a,b) + fi(a,b)(x —a) + f3(a,b)(y — D) J




Eftersom N = —f{(a,b)i — f5(a,b)j + k &r en normalvektor till funktionsytan
z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)) sd kan normallinjen beskrivas med;

L= a - f{ (CL, b)t " o
y = b — fl(a,b)t ,teR (Normallinjen pa
2 = flab) + 24 ; ’ parameterform)

eller ekvivalent med féljande ekvationer;

S b _ T f(a,b) (Normallinjen pé
fila,b)  f3(a,b) —1 parameterfri form)




Exempel: Antag att vi vill bestimma tangentplanet och normallinjen
till ytan z = 2%y + 2y? genom punkten (1,2,10).

Sitt f(x,y) = x?y + 2y? och notera att f(1,2) = 10 si punkten
(1,2,10) ligger mycket riktigt pa ytan. Vidare har vi;

fi(z,y) = 2zy £1(1,2)
{fé( y) = 22 + 4y ;‘{fg(

sa N=—f"(1,2)i— f3(1,2)j+k=—-4i—9j+ k é&ren
normalvektor till ytan z = f(x,y) genom punkten (1,2, 10).

4
9

\.._/

Tangentplanet beskrivs av ekvationen;
z2=10+4(zx-1)4+9(y—-2) & z=4dx+9y—12
och normallinjen beskrivs av ekvationerna;

xr—1 y—2 z-10
4 9 —1




Kedjeregeln i en variabel sager att;

d / !
= (F(2@) = f(z(t)) - 2°()

Det finns motsvarande deriveringsregel for funktioner av flera variabler.
Man kan t.ex. visa att;

(). 0(0) = Fe(0).y(0) -2/ (1) + Fola(t).u(t) - o' (1)

vilket t.ex. ocksa medfor att;

p
O (F (s )y, ) =

= f1(@(u,v), y(u,v)) - 21 (u, v) + fo(2(u, v),y(u,v)) - 1 (u, v)




De tva varianterna av kedjeregeln som markerats pa foregaende
sida kan kortare skrivas (och goér dem lattare att komma ihag);

df _dfdx L 9f of dy
dt ~ Ox dt Oy dt

of 8f8x+8_f@
du Oz du Oy Ou

Har ar nagra exempel pa derivering m.h.a. kedjeregeln i flera variabler;

Exempel 1: % (f(t2, 3t + 2)) = fI(t%,3t + 2)2t + f4(t2,3t +2)3

eller kortare % — 8_f2t + of

p 8—y3 , dirz=t*ochy=3t+2

L (f(u?o, 1) = fi(uPv, 12w + f5(u?v, 3)5;

Exempel 2: 83
55 (f(uPv, %)) = fi(uv, )u® + fo(u?v, 5)(33)



De partiella derivatorna ar funktioner i sig och kan i sin tur deriveras partiellt.
For funktioner f(z,y) av tva variabler finns fyra andraderivator;

o (0 52
O ( 8;) , vilket kortare betecknas a—a:bz eller f/;

2
86; (gi ) , vilket kortare betecknas 8833 éfy eller f5;

2
(‘?y (gi) , vilket kortare betecknas 8(?; 8fa: eller f1,

82
0 <3f ) , vilket kortare betecknas o7 eller f35

Oy \ Oy 952

Man kan visa att ordningen i vilket man deriverar inte har betydelse,
bara man deriverar m.a.p. samma variabler lika manga ganger, sa t.ex. ar;

O2f  9%f
dxdy  Oydx

o 17
dvs. fis = f1




Exempel 1: Om f(x,y) = sin (zy?) s& sag vi tidigare att;
fi(z,y) = y* cos (zy°)
fa(z,y) = 2y cos (vy°)
s&4 andraderivatorna blir;
11(z,y) = —y"sin (vy°)
12(,y) = 2y cos (zy°) — 2zy” sin (xy°)
o1 (2,y) = 2y cos (xy”) — 2xy’ sin (zy?)

(2, y) = 27 cos (vy?) — 4oy sin (zy?)

Notera speciellt att andraderivatorna
! (z,y) och fY(xz,y) dr lika.



Kedjeregeln kan dven anvandas for omskrivning av andraderivator.
Héar ar ett exempel dar d&ven produktregeln maste anvindas.

Exempel:
a /
o (@ + 9% 2y)) = f1(@* + 47, 2y)20 + f3(2° + 57, 2y)y Hir maste
produktregeln

52 2 : 9 /9 ; ; anvandas.

5200 (fa®+y ,wy))za—y 5 (f@ +y7ay)) ) = /
0 [ |
= gy V10" +9% 2920+ S5 (2" 4o ry)y) =

= (11 (x® + v°, 2y)2y + flo(a® + 2, 2y)z) 20+
+ (£ (@ + 2 2y)2y + foa(a® +yP zy)z)) y + fo(2® + 47, ay)
= 4oy i1 (2 + y*, 2y)2y + 2(2° + y*) 1o (2 + y2, 2y)+

+ay fon(x® + v, zy) + fo(2® + v, ay)



En differentialekvation, dar den obekante ar en funktion av flera variabler,
kallas for en partiell differentialekvation

En viktig partiell differentialekvation som dyker upp i manga modeller
av verkligheten och har stor teoretisk betydelse ar Laplace ekvation;

2 2
ox?  0y?

Manga viktiga fysikaliska forlopp kan beskrivas m.h.a. differentialekvationer ...



Varmeledning

2
- k5E -

ot T

konstant som beror pa materialets virmeledningsformaga

k=1
7(0,t) =0
T(L,t) =0




Svangande strang

%y
o2

spannkraften

_K_y_
52 =0

L.

assa per langdenhet

o
©

e | L1 ]



0.2

0.1F

01 F

-0.2
0

.2

0.1

-0.1F

-0.2
]

Bojsvangande balk

4 2
EIgH +ma# =0
/ f

bojstyvheten massa per langdenhet

e

1 1 1 1 1
0.z 0.4 0B 0.8 1 1.2

0.2 0.4 0.6 0. 1 1.2

y(0,t) =0

Y-(0,¢) =0

Y1 (L, 1) =0
(L) =0

yJ?ZBQB

y(z,0) = fi(z)
y{t(xao) =0



Begreppen gransviarde, kontinuitet och derivata kan definieras
pa liknande vis aven for funktioner av tre eller fler variabler

Aven beteckningar och rakneregler har analog form.
Har ar nagra exempel;

Exempel 1: Om f(z,y,2) = 2%y2z° +2y?2° + 12 sd ar
fi(z,y,2) = 2zy2* + 2
oy, z) = 2°2% + 4y2°

fi(z,y, z) = 22°%yz 4+ 6y?2° + @

Exempel 2: g 2 U _
50 (f(u v, U,Qu—k?m)) =

1
= fi(uv, %, 2u + 3v)2uv + fa(uv, %, 2u + 3@)5 + fi(uv, %, 2u + 3v)2



Dubbelintegraler
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Volymenav ratblocketover Rij

m n
R(f,P)=>> f (X, Y.,)Ax ij ( Riemann summa )
1=l j=1 «
\ HOJden AreanavR
y Betecknar indelningen (Partitionen) av D:a<x<b,c<y<d Iidelintervall
d Yy, [ ; v - - I
Yo [ . P T R A B A
° ° ° ° ° /\
. //’_\/ \
" o T o |o
°/A( i r
1T ; Yi Rij
. NV Ay - < °
S A SN | O yy)
Y fr — i
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Definition: Vi siger att f(x,y) ar integrerbar
over rektangeln D och att dubbelintegralen

// f(z,y)dxdy har vardet I om
D

R(f,P)— 1 da max(diam(R;;)) — 0
0.
N— ———

indelningens finhet



Om integrationsomradet D inte ar rektangulart sa satter vi

[@ﬂ%wmwzfﬁﬂawmw

dar R ar ett rektangulart omrade som innehaller DD och




Nagra egenskaper

e Om f(x,y) > 0 pa D sa ger integralen // f(x,y) dxdy
D

volymen av det omrade 1 rummet som ligger vertikalt
ovanfor D och begriansas uppat av ytan z = f(x,y).

o // dxdy = arcan av D
D




Fler egenskaper

e Dubbelintegralen ar linjar

//D(Af(az,y) + Bg(z,y)) dedy = A//D f(x,y) dedy + B//D g(z,y) dedy

e Om D ar en union av disjunkta delméngder Dy, D5, D3, ..., Dy,

sS4 Ar //Df(a:,y)dxdy—jé/fl)j flx,y) dxdy



.. och ytterligare nagra egenskaper

e Om f(xz,y) < g(z,y) pa D sa ar

/ fa:ydacdy<f/ (z,y) dedy

(Triangelolikheten)

‘/ f(x,y) dxdy| <

/[ 1) dody



Exempel: Betrakta dubbelintegralen / / (3 + sin (:1323;)) dxdy,
D
dir D ir cirkelskivan z? + y? < 4.

Linjaritetsegenskaperna ger att;

// 3+ sin (x y)) dxdy = 3// dscdy—l—// sin (x2y) dedy = 127
D

ty arean av ty sin (xy) ar udda
R cirkelskiva i y och omradet D
med radie 2 ar symmetriskt kring
/ \ r-axeln.
@y,  flo -y =—f(zy)
S o .
1 >
5 ‘) T det roda omradet #r funktionen f(z,y) = sin (x%y)
\\ . / lika mycket positiv som den dr negativ i1 det bla omradet
sa integralerna over de tva delarna tar ut varandra.







Exempel: Betrakta dubbelintegralen f / (30 — - 3y2) dzdy,
D

dar D ar rektangeln 0 <z <3, 0 <y < 2.
ylk

Om vi for varje fixt  mellan 0 och 3 2
integrerar i y-led fran 0 till 2 sa far vi;

D

3

= v

//D (30 — 2% — 3y?) dady = /03 (/02 (30 - 22 — 37) dy) gy —

3

— /O ([30y — 2%y — ;) do = /03 (52 — 22%) da = [52:;: - %:ES]

Alternativt kan vi for varje fixt y mellan 0 och 2
integrera i z-led fran 0 till 3 och far da istallet;

’yA

0

2

D

= 138

//D (30 — 2% — 3y?) dady = /02 (/03 (30 - 22 — 37) da:) dy —

3 2
= / ([30:13 — %333 — 3y2$] ) dy = / (81 — 9'92) dy = [819 - 393]3 = 138
0 0

0

3

= v



Exempel: Betrakta dubbelintegralen / / y cos (zy) dxdy,
D

dar D ar rektangeln 0 <z <1, 0 <y < 1.

Om vi for varje fixt = mellan 0 och 1

D
integrerar 1 y-led fran 0 till 1 s& far vi;

»

1 =z

1 1
/ / y cos (zy) dody = f ( f y cos () dy) dop = Pl =
D 0 0 integration
_ fl [ysin (379)]1 B /1 sin (xy) dy | do = /1 sin & N [cos (a:y)r 5
0 €T 0 0 i 0 T .1:2 0
L /sine  cosz 1
:/ ( + 5 —2> dx
0 T T T

Hér kommer vi inte ldngre eftersom *-* + <5% saknar

elementdr primitiv funktion (dvs. ingen primitiv funktion
kan uttryckas med enbart elementéra funktioner)

Pa nasta sida provar vi istallet att rdkna ut dubbelintegralen
genom att intergera i andra ordningen.



forts. Betrakta ater igen dubbelintegralen / / y cos (xy) dxdy,
D

dar D ar rektangeln 0 <z <1, 0 <y < 1.
’yA

Lat oss nu istéllet forst integrera i z-led : D

och déarefter i y-led

//DycoS(fcy)dxdy:fol (/OlyCOS(ajy)dag) dy =
:/01 (y/olcos(:cy)da:) dy:/ol (y [Sin?(fy)]:) a

1
:/ siny dy = [—cosy](l) =1—cosl
0

Det fungerade béttre, sa ibland har det alltsa betydelse
i vilken ordning man utfor integrationen.






Exempel: Betrakta dubbelintegralen / / VY dzdy,
D

dir D dr omradet 0 <z <1, 22 <y <1,

yn
Om vi for varje fixt  mellan 0 och 1

.
integrerar i y-led fran z? till 1 sa far vi; D ;y = g2

//D\/dedy:/; (/1\@@) d =

1 1 1 1
2 4 2 , 2 1,
= — = — 1 — = — — — = —
/0 [39 L2 dx 3/0( x”) dx [z 72 73

Alternativt kan vi for varje fixt y mellan 0 och 1
integrera i z-led fran 0 till \/y och far da istallet;

o= [ ([ m -
:/01 (\/gfoﬁd:c) dyz/ol\/@\/@dy=/olydy= ECUQ




Volymen av K = / /D (f(z,y) — g(z,y)) dedy




Exempel: Antag att vi vill berdkna volymen av den kropp som bestar av alla
punkter (z,y,z) € R3 sidana att (x,y) € D och v —y < 2z < x4y, dir D é&r den
triangel 1 xy-planet som begransas av koordinataxlarna och linjen x 4+ 2y = 1.

Volymen = //D (z+y) — (x —y)) dedy = /01/2 (/012"9 296133) dy =

1/2 , 4 ; 1/2 1
=f Zy(l—2y)dy=[y —gy} = —
0 0

Hur blir kalkylerna om man integrerar i omvanda ordningen?



Vid variabelsubstitution i enkelintegraler

x = x(t) ,dir z(a) = c och z(b) = d , , ,
galler att; a b t c d

df(ﬂ?) dr = bf(a:(t)):c’ t) dt
[ @ |

For dubbelintegraler galler foljande;

ﬂats: Om { 5 = @i ) ar en ett-ett-avbildning fran ett \

y =y(u,v)
omrade S i uv-planet till ett annat omrade D i xy-planet
— T

{ x = x(u,v)
® y = y(u,v)
sa ar

//f:cyd:cdy—/ f(xuv)yuru))g §|dudv

dar Oz, y) ar den s.k. Jacobideterminanten
d(u,v)




Om vi t.ex. byter fran de Cartesiska koordinaterna x,y
till de polara koordinaterna r, 0, dvs

xr = rcosf
y = rsinf
ox ox :
| d(x s F= cos —rsind _
sa ar (z,9) — gr ge = | = rcos® @ + rsin” 6 =
o(r, ) o 5 sinf  rcosf

Y

Exempel: / / L dxd 3\Y2+y2=9
*EMpen plrazygy2 " D
xr =rcost
S
3
1 3 71'/2 r
// da:dy:f/ 'rdrdQ:/ / df | dr
D 1+$2+y2 S 0 0 1+?°2

3

3
T T |1 T
2/0 Tz 2l2 n | +7°|]0 7o

>

bl

r
1
1+ 72




Om integranden f(x,y) dr obegrinsad pa D eller/och omradet D &r obegrén-
sat s& séger vi att [, f(z,y)dzdy &r en generaliserad dubbelintegral. Om
f(x,y) inte vixlar tecken pa D sa kan man definiera virdet av sadana inte-
graler som ett gransfall av vanliga dubbelintegraler.

/ f(z,y) dzdy = lim / f(z,y) dxdy
Dy,

k—oo

Om griansvardet existerar sa sigs den generaliserade dubbelintegralen vara kon-
vergent och i annat fall sdgs den vara divergent.

Om f(z,y) vixlar tecken sd delar vi upp den i sin positiva respektive negativa
del;
’ 1

() + 1)) + @) - e 0)

N J/ N vy

f.{.(;,y) f_(m,y)

och sager att dubbelintegralen over f(x,y) ar konvergent om dubbelintegralerna
over bade fi(x,y) och f_(x,y) &r konvergenta och sitter da;

//fa:yd:cdy //f+scydxdy+/ f-(x,y) dxdy

flz,y) =




Exempel: Betrakta dubbelintegralen I = / /
D

1

(z+y)?
da D ar det omrade i zy-planet dar 1 <y < z.

Integralen ar generaliserad ty D &r obegrénsat.
Integranden ar dock positiv pa D sa vi far att;

= ) = ]

1

AR 1 1 >
= — dr = |1 1| — =1 =
/1 ($+1 2$) T [n\:ﬁ— | 2n|x!]

1

dxdy ,

i

Om funktionen inte vaxlar tecken sa kan samma integrationsmetoder
som tidigare anvandas aven pa generaliserade dubbelintegraler.

’yA y

x+1

g

Dubbelintegralen i detta exempel ar saledes divergent.

|



1
Exempel: Betrakta dubbelintegralen I = / / — dxdy ,
DY

da D ar det omrade som begransas av
parablerna y = * och y = /.

Integralen ar generaliserad ty integranden 1/y &r obegrénsad
pa D, men eftersom integranden ar positiv pa D sa far vi att;

\/_1 1 y‘
I:/ (/ dy) d$:/ [ln\y[]f dx = o Vo
Y 0 I

/—lnxdx— 23[:15'111:17 ac](l)

l\:)lw

Alternativt kan vi integrera i omvénda ordningen och far da istéllet;

VY1 L/ vy Y
I:/ / —dz dy:/ —/ dy | do = |
0 y2 Y 0 Y Jy2

(38 -] -




Exempel: Betrakta dubbelintegralen I = / / e Y dxdy
RQ

x

Notera forst att e~ ¥ r positiv for alla (z,y) € R

Polar substitution ger sedan att;

o [, 1 2]
I :/ (/ re " d@) dr = 27 [—e_r ] =1
0 0 2 0

Notera har ocksa att;

I :/ (/ e Y dy) dx :/ e (/ eV’ dy) dr =
00 , 00 , 00 ) 2
= (/ e ¥ dy) (/ e " d.il:) (/ e " d:E)

o.¢

sa det foljer att; / e dy = VT

— 00



Trippelintegraler



Pa ett liknande satt som for dubbelintegraler kan man definiera
trippelintegraler;

z
[]] 15 i {
K S——
Volymelementet dV (

dar K ar ett omrade i rummet. e

Aven rikneregler och berdkningsmetoder &r i huvudsak analoga
med de for dubbelintegraler.

Om f(x,y,2) > 0 kan vardet pa trippelintegralen tolkas som
massan av en kropp K, da f(x,y, z) ar densiteten i (z,y,2) € K

f// drdydz = Volymen av K
K

Speciellt ar;



ratblock
Exempel 1: [ = /// re* T Vdrdydz |
K

ﬁ‘/y
K:0<z<1,1<y<3, 1<z<2 i

:/01 (/_21 (/13;Uemeydy> dz) d —
:/013;(/_216“ (/136ydy) dz) dz —
Y T




Exempel 2: [ = /// flx,y, z)dxdydz
Q

ev. beroende av &




En trippelintegral kan ibland aven beraknas genom en enkelintegral
foljt av en dubbelintegral, eller vice versa;

Om K &r av typen: a < z <b, (x,y) € D, sa ar;

z

//Kf(ﬂf,y,z)d:cdydz _ /ab (//DZ flx,y,z) d;pdy) dz .

Om K ar av typen: (z,y) € D, g(z,y) < z < h(x,y) sa ar;

// Kf(x,’y, z) drdydz = //D (fgza;j) flx,y, 2) dz) dxdy




Exempel: 1 = // flx,y, z)dxdydz 3
K

K:0<2<3,2%4+y?<2?

I=/03 (/D f(:c,y,z)da:dy) dz =

/

2 +y? <z

t (o 02 sty

2




Exempel: Antag att vi vill bestdmma massan M av den kropp
som begransas av planet z = 1 och paraboloiden
2 =5— 2% —1y?, da densiteten ges av d(z,y, 2) = 2

?ﬁ/ym

==

Massan — / / /K 5(z,y, 2) dedydz = /1 5 ( / /D zzdscdy) dz
/(// d:cdy)dz—vr/ (5 2)dz =

[ 9 3]5 6T D, ar en cirkel med ]
=T |—2Z — —=Z e

2 3 X 3 radie v/5 — z och har

saledes arean (5 — z)




forts. Exempel: Vi kan ocksa berdkna massan i foregaende exempel
pa foljande sétt;

2
K
| 1 |
| ' Yy
P 9 T

5—3:2—3;2
Massan = /// 0(z,y, z) dedydz = // (/ zdz) drdy =
K D \J1
1 5—z?—y> 1
:// —z2] dwdy:—// (5—2" —y?)° — 1) dedy =
D 2 1 2 D

1 2 2m _1 1 2
:_/ / ((5—r2)2—1)rd9dr:ﬂ —(5—?2)3——7“2 :56_7r
2 Jo Jo 6 2




Stariska koordinater

p pSlnd> " ($,y,2)
e e

p T

Q sin
\ < 0 sin ¢ sin 6
~—"

\ . -

P COS @ 4

(z,9,0)

0 Siﬂ?ﬁ cos 0

(1 = psin ¢ cos 6

{ Yy = psin¢sin 6
|z =pcos¢




Variabelsubstitution i trippelintegraler

—

® i @
y:y(uavaw)
z = z(u,v,w)
/// f(z,y, 2) dedydz =
D

— [[[ s@tu o)yt v,w), 2, 0) | G dudod
T

Jacobideterminanten




Jacobideterminanten vid overgang till sfariska koordinater

(1 = psin ¢ cos 6
y = psin ¢ sin 6

|z =pcos¢

L.

O(x,y, 2) singcosf pcospcosf —psingsinb
i 2) singsinf pcos¢psind  psin¢cosd

O(u, v, w) COS @ —psin ¢ 0
= ... = p’sin¢
se sid 828

dV = dxdydz = p? sin ¢ dOdodp

~

volymelementet i
sfariska koordinater



i klot

Exempel: [ = ///K drdydz ﬁ)\/y
l‘: ' 'CC
K:a:Q—I—yQ—!—zQSRQ /Q

R T 27
I = / (/ (/ p2 Singbdé’) dqb) dp = volymen av ett
0 0 0 klot med radie R

v
R

R T
= 27r/ p? (/ sinqsdas) dp = 27 Bpi"’] [— cos ¢]; %R?’
0 0 0




klot

forts Exempel: [ = / / / dxdydz Y
K |
K 2?4+ y?+ 22 < R? ){j :

Integralen kan aven beraknas med tidigare metoder;

R R VR?2—2z2 27
I/ (]/ da:dy) dz :/ (/ (/ rd@) d’r) dz =
—R x24y2<R2—2z2 —R 0 0

R 1 VvVRZ2—22 R 1 R Ax
= 27r/ [—rzl dz = W/ (R2 - 22) dz = [R2z — z3] | —R3

\/Rz—a:Q—gﬂ
=/ (/ dz) dady = [[ /R aT = dudy =
22 1y2 < R2 _\/Rz_xz_yz x2+y2<RZ?

f 2 2 R 4
= / ( VR2 — 12 rdé?) dr =2 {—g (R? - 7«2)3/2] — R?
0 0

0 3



Uppgift: Bestdm masscentrum(z, 4, Z) av den kropp K som bestar av

ett homogent material och som begransas nedat av konen z = /22 + 12
och uppat av sfiaren 2 + y? + 22 =4

. . Z
Losning;: 22 +y2+22=4

Om 6(x,y, z) ar densiteten i en punkt (z,y, z) sa bestdms masscentrum av;

[[[. xd(z,y, 2) dedydz

T p— — O t . k..l
T fffK 5(z.y.2) dedydz av symmetriska
LS yd(x.y, 2) dadyd:z ; _
Y fffK z,y, 2) dodydz =0 av symmetriska
- [[fk’ 20(x,y, 2) dedydz \

z =

fffK T, Y,z dafdydz < krOppenS massa




forts. 10sning:

Eftersom kroppen bestar av homogent material ar é(z,y,z) = C
och darmed;

Jf[c 20(w,y. z) dadydz _ [[[, = dxdydz
f f f K (7,9, 2) dedydz f f f K dxdydz <— kroppens volym

///K drdya /02 (/Om (f()%p?sinqbde) dgb) d
o ], <25 1)
//ff{zdmdydz:/: (/O“/‘l (/02Wpcos¢/02sm¢d9) dgb) g

/4 2
1 1
= 27 [— sin? ] [Zp4] = 27
0

z =




Kurvor och vektoranalys



Vektorvarda funktioner av en variabel
Antag att x(t) och y(t) ar tva reellviarda funktioner av en variabel
t (1) t y(t)

Vi kan para ihop funktionerna och far da en funktion fran R till R?

—

t (2(t),y(t))

Om vi betecknar denna funktion med r sa ar alltsa;

r(t) = (z(t), y(t))

y
Ett satt att askadligora denna funktion (#(2). (1))
ar att tanka sig (x(¢),y(t)) som positionen an
i xy-planet hos en partikel vid tiden ¢
N

Partikeln genomloper da en kurva i xy -planet
vars lage vid tiden t beskrivs av positionsvektorn r(¢)



Exempel: Betrakta den kurva i planet som beskrivs av r(t) = (1 —t,t?)
Hir dr x(t) = 1 — t och y(t) = t>
Notera speciellt att y(t) = (1 — z(t))?

S& oavsett vardet pa t sa beskriver r(t) en punkt pa parabeln y = (1 — z)?

Har ar partikeln B
[Vid tident =1 r(1) = (0,1) ]

Y
y=(1—x)?
1 Har ar partikeln
—1) = (2,1
vid tiden t = —1 r(—1)=(2,1) ]
1 T

Har ar partikeln r(0) = (1,0)
vid tiden ¢t = 0 ’




P4 samma sitt som ovan kan vi betrakta funktioner fran R till R3
som beskrivning av en partikels rorelse langs en kurva i rummet.

z

(2(t), y(1), 2(t))

t (), y(t), 2(t)) U {0 y

Nar man skall beskriva den vektorvarda funktionen r sa gors det ibland
aven pa formen;

eller [r(t) =x(t)i+y(t)j+ z(t)k ]

detta skrivsatt anvands
mycket i Adams

Oavsett hur man valjer att beskriva r(t) sa sdger man att r = r(¢)
ar en parameterframstallning eller parametrisering av kurvan.

Kurvor i zy-planet kan betraktas som kurvor i rummet s.a. z(t) =0



Varje kurva kan parametriseras pa oandligt manga satt (eftersom en
partikel kan genomlopa kurvan med varierande farter och riktningar)

Kom t.ex. ihag fran tidigare kurser att

r=a-+ 1t
y:b+tv2
z = ¢+ tvs

ar en parameterframstallning av en linje i rummet
(a,b,c)

v = (Ula’Uzg’Ue,)

r(t)

/y

xr

och det blir samma linje oavsett vilken punkt (a, b, ¢) pa linjen man véljer
och oavsett vilken riktningsvektor v = (vy, vo,v3) for linjen man véljer.



forts. Exempel: Parametriseringen r(t) = (Int, (1 —1nt)?), 0 <t < o0
beskriver samma kurva som i det tidigare exemplet ty;

r=1Int
{ y=—(1-lg?2 = y=0-2

och varje punkt pa parabeln motsvaras av nagot ¢t s.a. 0 <t < o0

Har ar partikeln B
[Vid tident =1 r(1) = (0,1) ]

y=(1—1x)?
1 Har ar partikeln oy
vid tiden t = e? r(e”) = (2,1) ]

1 x

[Héir ar partikeln r(e) = (1,0) ]

vid tiden t = ¢

Notera speciellt att i denna parametrisering sa genomlops kurvan i den
andra riktningen



Har ar nagra fler exempel;

Exempel: En funktionskurva y = f(x) parametriseras naturligt av;

Y

= {3250 /\\ /

\— 9(y)



Exempel: En cirkel 22 + y? = R? i zy-planet parametriseras naturligt av;

Y/

r = Rcost
y = Rsint

A

\CEQ _|_y2 — R2

0<t<2m

g
N

]
xr

4

men det finns som sagt oandligt manga andra satt att parametrisera en cirkel.

om man t.ex. bara vill beskriva den 6vre delen av cirkeln sa kan man ocksa
tanka sig att se det som en funktionskurva och valja parametriseringen;

Y

x =1

Y= VT2

A

2—|—y2:R2
y=>0

-~

—R<t< R

R




Ibland vill man ocksa studera skarningskurvan mellan tva ytor;

Exempel: Skiarningskurvan mellan cylindern z? 4 y? = 4
och planet z = x 4+ 3y + 2 kan t.ex. parametriseras av;

z
A |
\7
xr = 2cost
r:{ y=2sint /7
z=2cost+6sint 4 2 // 7
0<t<2m <’/ z
| N
N~ |

Exempel: Skiarningskurvan mellan paraboloiden z = x2 + y?
och planet © = 2 — 3y kan t.ex. parametriseras av;

r=2—3t 7

r . y==t
z= (2 —3t)? + 1

—00 < t < 00 A

[\




Antag nu att r(t¢) beskriver positionen hos en partikel som ror sig
langs en kurva i rummet/planet

Vi kan studera hur partikelns position forandras i forhallande till tiden;

r(t + At) — r(t)

Gransvardet da At — 0 ger hastigheten hos partikeln vid tiden ¢
i punkten r(¢)

rin . r(t+ At) —r(t)
r'(t) = A, At

Hastigheten betecknas dven v(t) sa r/(t) = v(t)



Notera att;

r(t+ At) —r(t) _

rt) = Alilsglo At
L r(t+ At) —x(t), ylt+ A1) —y(t), z2E+A1)—=2(1),\
= Am, ( At T VI Y VA

=z' )i+ y (0)i+ 2k

sa hastigheten ar den vektor som fas genom att derivera
positionsvektorn komponentvis

Man inser latt att hastighetsvektorn
tangerar kurvan i r(¢) och pekar i
partikelns rorelseriktning.

Langden av hastighetsvektorn ger ett matt pa partikelns fart vid tiden t;

v(t) = [v(t)] = |r'(t)] = /(2/(t (y'(1))? + (2(1))*




Exempel: Betrakta ater igen den kurva i planet som beskrivs av

r(t) = (1 —t,t?)

Partikelns hastighet vid en viss tidpunkt ¢ ar r'(¢) = (—1, 2¢)

r'(—1) = (=1, -2)

och partikelns fart vid en viss tidpunkt ¢ ar;

o(t) = ' (0)] = |(~1,20)] = /(C12 + (202 = VI T 42



Vi kan ocksa studera hur hastigheten forandras i forhallande till tiden
och far da accelerationen;

a(t) =v'(t) =r"(t)

Exempel.:

r(t) =sinti+tcostj+ (t* —t)k <——  positionsvektorn

v(t) =1'(t) = costi+ (cost —tsint)j+ (2t — 1)k <—— hastighetsvektorn

v(t) = [v(t)| = |r'(t)] = /(cost)2 + (cost — t sint)2 + (2t — 1)2 <—— farten

a(t)=r"(t) = —sinti— (2sint +tcost)j+ 2k <—— accelerationsvektorn



Det ar inte uppenbart hur man skall mata langden av kurvor.

)

Tva kurvor kan ha helt olika langd trots att de ligger "nara ” varandra.

Betrakta t.ex. foljande exempel;




Lokalt kan vi uppskatta kurvans langd m.h.a. rata linjestycken;

Om vi delar in intervallet a <t < b i n delar;
a=ty <t <tao<tg<..<t,_1<t,=05>

sa kommer motsvarande polygontag att ha langden;

Sn= Y |r(t:) —r(ti—1)|

om vi sedan later indelningens ”finhet” ga mot 0 sa far vi;

n b
=3I — (i) = (ti=tia) > [ (o)

mn

I‘(ti) — I‘(ti_l)

i —1;1




Langden av en kurvar =r(t) , a <t < b, kan saledes beriknas med;

fab v’ (¢)| dt

Man kan visa att denna formel for berakning av kurvlangd ar oberoende
av vald parametrisering.

Ir'(t)| dt skall betraktas som ldngden av en ”infitisimalt” liten kurvbit.

Denna del i formeln kallas for baglangdselementet och betecknas ds
sa

ds = |r/(t)| dt

och eftersom vardet pa integralen inte beror pa parametrisering sa
betecknar vi kurvlangden med integralen;

/ds
C

[ Léngden av kurvan C = [, ds = f(f v/ (t)| dt }

dvs.




Exempel: Betrakta den kurva C som beskrivs av parametriseringen;

r(t) =ti+2tj+1Intk , 1 <t <3

1
Vi har r'(t) = 2ti+2j+ Zk
sa

Léngden av kurvan C = [, ds = fl v’ (¢)| dt =

= [Pz 22+ (2t = [\ a2 4+ Ldt =

— /3 \/2t+ 2ar = [P+ dt =[P+ mt]] =8+n3



Mer allmént definieras kurvintegraler genom;

1me@@=£3mmﬂtw

Om man téanker sig att kurvan C beskriver en tunn trad och att f(z,y,z) ar
densiteten 1 respektive punkt pa kurvan sa ger en sadan kurvintegralen den
totala massan av traden (om f(x,y,z) = 1 far vi speciellt lingden av kurvan).

Exempel: Bestim totala massan av den trad som beskrivsavy = 22,0 < z <1,
da densiteten i varje punkt (z,y) pa traden ges av é(z,y) = \/¥.

Kurvan parametriseras naturligt av r(t) = ti +t%j ,0 <t <1, sa

Massan:/f(m,y,z)ds: Vi2\/12 + (2t) 2dt
C 0 " ——
fle() ()]
1

:/0 t/1+ 42 dt = [ 1+4t2)3/2] :%(5\6—1)

0




Antag nu att en partikel ror sig langs en kurva C under paverkan
av ett kraftfalt eller stromning F(z, vy, 2)

7
/

S I T

AARNIINRTNN
PR O B U R LAY

\
R

.o !

.

e f??11t11\\hyff

\_h....n.-“.fullfillllﬁnuﬁ.‘-.n...:,

pure

patt

Pl
REEREN RN

Lt

Y
LR
IR

Vektorfaltet F kan t.ex. representera ett elektrostatiskt falt, magnetfalt,
gravitationsfalt eller sa beskriver F nagon typ av stromning av materia

(t.ex. vatten) eller energi (t.ex. virme).
Pilarnas riktning och lingd illustrerar vektorféltets storlek och riktning i
respektive punkt.

Vi skall nu intressera oss for det arbete ett sadant vektorfilt utrittar pa partikeln
da den ror sig utefter kurvan C dvs. den energi som vektorfaltet tillfor partikeln.



Det arbete som faltet utrattar vid forflyttning langs C ar saledes;

()] dt |
b
F t)dt

Q\

&~

=S|

—

]

—

™~

\.._/

C"+-

Kraftens storlek i partlkelns rorelseriktning



b . . -
OmF = Fii+ P+ Pk sidr [ Fa()vd= | MU
: \
— [ (Fu(ole) e) ()"0t + Fa(olt), e), 20y (e + Fa(a(e)o(e) 20)2 ()dt) =

N—— N—— SN——
dx dy dz

:/Fl(x,y,z)d:c—l—Fg(x,y,z)dy+F3(x,y,z)dz :/F'dr
C g 4 C

Differentialform T
| dr = dai + dyj + dzk |

Alla dessa led ar bara olika sitt att skriva samma kurvintegral, som alltsa ger
det totala arbete som vektorfiltet utrattar pa en partikel som ror sig utefter
kurvan C.

Om F ar ett plant vektorfalt dvs pa formen F = Fji + Fyj och C en kurva i
xy-planet, sa ar speciellt;

b
/ F.dr — / Fy (2, y)dat Fy (o, )dy = / (Fu(2(t), y(1))2' (£)dt + Fa(a(t), y(6))y' (1)dt)
C C a



Exempel: Lat F = (z + y?)i + xyj och 1at
vara den raka strickan fran (0,1) till (1,0).

En parametrisering av kurvan ar
r(t) =ti+(1—-1)j, 051,

—~ N——

z(t)  y(t)

s& det arbete som vektorfaltet F utrattar ar;

———

/F-dr:/(:z:+y2)dx+xydy:/1(t—|—(1—t)2)\d£-|—t(1—t)(—l)dt:
¢ ¢ 0 dx dy

:/01 (L=t)* +¢7) dt = [—%(1—t)3+%t3];:§



forts. exempel: Lat oss nu istéllet berdkna
arbetet ldngs cirkelbagen Co fran (0,1) till (1,0)

En parametrisering av denna kurva ar
r(t) = costi+sintj, 7/2 40, si arbetet dr;
=~ =
z(t)  y(t)
/F-dr: /(:1;+y2)da?+:nydy:
C C

0
= t +sin” t)(—sint) dt tsintcostdt =
/ﬂ (cost + sin“t)(—sint) dt + costsint cos

0/2 dx dy 0

1 2
:/ (cost 41— 2cos®t)(—sint)dt = |= cos*t + cost — = cos’ ¢t = —
/2 2 3 /2 6

Lat oss for skojs skull se hur kalkylerna istéllet blir med parametriseringen;
r(t) =ti+vI—12j, 051,
1
—1
F-dr:/(x+y2)dq:+xydy:/(t+1—t2)dt+t\/1—t2 dt =
/c c 0 V1-—t?

1 1
1 2 5
= [ (t+1-2)dt = |=t* +t—t*| ==




Om kurvintegralen av ett vektorfalt F &r 6ver en sluten kurva C (dvs. samma
start och slutpunkt) betecknas den ofta med

§CF-dr

och ségs da ge cirkulationen av F runt C.

forts. exempel: Lat C; och Cy vara som i foregaende exempel och betrakta den
slutna kurva C = C; — Cy som &r en sammanséattning av forst C; och darefter Co
1 motsatt riktning. Da ar;

fCF-dr:fch-dr—fCQF-dr:

Wb
I
o) [1
|
D=




Lat oss avslutningsvis ocksa ta ett exempel pa berdkning av arbete langs kurva
1 rummet.

Exempel: Lat oss berikna det arbete som kraftfiltet
F = 2zyi+ (22 +2y2)j + (y* + Dk

utrattar pa en partikel som ror sig raka
striackan fran (1,—1,2) till (0,2,1)

1=

En riktningsvektor for strackan ar (—1,3,—1)
sa strackan har parametriseringen

0.5

r(t)=(1—t)i+ (-1+3)j+ (2 -0k, 051

/F-dr:/2$ydm—|—(332—|—2yz)dy+(y2—|—1)dz:
C C

— f 1 2(1—t)(—143t)(=1) di-+((1—t)?+2(=143t) (2—1))3 dt-+((—143t)*+1)(=1) dt =
0

1
1
= /O (—18t% + 34t — 9) dt = [—6t> + 17¢% — 9t] =2



