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FOorberedande material

Funktioner, mangder och inverser

« FOr att uttrycka matematik ar det ofta bra, for att forenkla skrivsatt,
att introducera lite notation och dvergripande begrepp.

* Vitar avstamp i mangdlaran, som handlar om mangder och
funktioner mellan mangder.
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Nagra standardméangder &r heltalen och de reella talen, Z and R.

Ett element x i en méngd A betecknas x € A.

En funktion f: A - B mellan tvd mangder ar en regel som associerar till varje element x € A ett
elementi b € B, som ofta betecknas f(a).

Mangden A kallas definitionsmangd. / Q

-

De element som f antar kallas vardemangden, V, en delmangd till B.

Mangden B kallas malmangd.
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Om f ar en funktion sa att f(x) = f(y) om och endast om x = y kallas f injektiv (eller 1-till-1).

| det fallet finns for varje y i vardeméangden exakt ett f(x) sa att f(x) = y. Vi definierar inversen av
funktionen f som

1) =x.

Manga funktioner ar naturligt injektiva, till exempel y = kx + m. Andra funktioner blir bara injektiva
efter att vi gor definitionsmangden mindre. Till exempel &r f(x) = x? injektiv for x > 0, och
inversen brukar vi kalla kvadratroten till ett positivt tal.

Andra mer intrikata funktioner vars inverser vi studerat ar sin(x), cos(x), tan(x), vars inverser
betecknas arccos(x), arcsin(x), arctan(x).
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Kapitel 1

Gransvarden och kontinuitet

« Gransvarden ar konceptet kopplat till fragan
funktion™?

"vad ndrmar sig en viss

y=1 i", _ sin(x)
B X
e limf(x)=Leller f(x) > Ldax - a. ;
X—4a -
el B ey — CPE
| S S VRV LG
o lim 32 _ 4

x—0 X
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Gransvarden och kontinuitet

Definition: Informellt sager vi att f(x) gar mot L da x gar mot a om f(x) &r godtyckligt nara
L om x ar tillrackligt nara a.

Definition: lim f(x) = Lom Ve > 035 > 0, saatt 0 < |x —a| < § medfor att |[f(x) — L| < e.
X—a
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Gransvarden och kontinuitet

* Notera att det inte ar automatiskt i definitionen av gransvarde att om
lim,_.f(x)=LsaarL = f(a).

* Detta ar kopplat till kontinuitetsbegreppet.
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Gransvarden och kontinuitet.

Definition: Om lim f(x) = f(a) séger vi att f ar kontinuerlig i a. f &r kontinuerlig om f ar
x—a
kontinuerlig i hela definitionsmangden.

Definition: Om lim f(x) ej existerar eller lim f(x) # f(a), s& sager vi att f ar diskontinuerlig i a
x—-a xX—a

Chalmers
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Kontinuitet motsvarar begreppet "jag kan rita en kurva utan att lyfta pennan”. Detta ar matematiskt
sammanfattat i nedanstaende sats.

Satsen om mellanliggande varden: Antag att f: [a,b] » R &r kontinuerlig. Da antar f alla varden
mellan f(a) och f(b).

En variant av denna sats detta ar att bilden av det slutna intervallet [a, b] ocksa ar ett slutet intervall
[4, B].

Chalmers
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Kapitel 2

Derivator

 Derivatan till en funktion mater lutning pa tangentlinjer till grafer till
funktioner.

- Det ar ett tal som beskriver geometrin, och alltsa kopplar ihop former
med funktioner.
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Definition: En funktion sages vara deriverbar i x om gransvardet

) i LEED =@

h—0 h

existerar.

Notera att definitionen anvander gransvardesbegreppet fran kapitlet innan,
som nu ligger pa mer solid mark.
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Sats: Om f ar deriverbar ar f ocksa kontinuerlig.

Alla vettiga funktioner i kursen &r deriverbara sa lange de ar definierade.
De ar ocksa kontinuerliga.

Till exempel ar alla polynom, exponentialfunktioner, trigopnometriska funktioner
deriverbara, logaritmer etc deriverbara.

Ett exempel pa nagot som inte ar deriverbart verallt &r f(x) = |x|. Den &ar inte
deriverbar i origo eftersom den har en "spets” dar. Den &r dock kontinuerlig.

2018-10-24
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Tangenten i en punkt (a, b) pa kurvan y = f(x) ges av ekvationen

y=b=f'(a)-(x-a).

Definition: Om f ar deriverbar i a sa kallar vi
Lx)=f@+f' (@ x—a)

for fia.

Notera att L(x) inte ar annat &n ekvationen for tangenten, eftersom b = f(a)
ovan. Ett av intressena for detta ar att om x &ar nara a, s& kommer f(x) vara
nara L(x). Det hjalper oss att géra uppskattningar av f(x) utifran kanda
varden pa f(a) och f'(a).

| det speciella fallet att x = a ar sa klart L(x) och f(x) lika.
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Kapitel 3

Deriveringsregler

* Finns flera typer av deriveringsregler.
« Bra att lara sig dessa utantill.

« Ofta maste flera av dessa kombineras for en enskild uppgift.
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arcsin(x)
1=
oX e arccos(x) 1
V1 — x?
sin(x) cos(x) arctan(x) 1
1+ x?
cos(x) —sin(x) f+g ff+4g
tan(x) 1 '
cos?(x) jie 4
In(x) 4 f f
X
P ln(a) a* f(n) f(n+1)
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Sats (produktregeln): Om f och g ar deriverbara, sa géller det att

(fg)' =f'g+fg

Sats (kvotregeln): Om f och g ar deriverbara, sa galler det att
([ ) _fl9—-4g'f
9 g?

Sats (kedjeregeln): Om f och g ar deriverbara, sa galler det att

F(90)) = f'(gx) - g' ).
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En annan viktig regel ar L’Hopitals regel. Den ersétter en grans av kvoter mellan tva
funktioner med deras derivator.

Observera att man inte ska ta derivatan av kvoten, den berdknas med kvotregeln som
ger nagot helt annat.

L'Hopitals regel: Lat a vara ett reellt tal eller o . Antag lim f(x) = limg(x) = 0 eller
xX—a x—a

+ 0. Da galler det att

f(x) . f(x)

chl_r)lgl glx) 3161_r>r611 g (x)
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Kapitel 4

Tillampningar av derivator

» Derivator har flera direkta tillampningar.

« Manga av dessa kommer fran tolkningar av derivatan som lutning pa
en kurva.

2018-10-24 Chalmers 20
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Max-min problem: Antag att f ar kontinuerlig pa ett slutet intervall [a, b]. D& har f bade
globalt max och min i [a, b]. Dessa finns i nagon av foljande punkter:

e | andpunkterna a eller b.

* | en punkt dar f inte ar deriverbar.

e lenpunktdar f'(x) = 0.

Definition: Punkterna dar f inte ar deriverbar eller dér f'(x) = 0 kallas kritiska punkter.

Chalmers
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Sats (medelvardessatsen): Antag att f &r deriverbar i det inre till (a, b), och kontinuerlig pa [a, b].

f(b)—f(a)

Da galler det att det finns ett ¢ € (a,b) sa att f'(c) = —

Denna fundamentala sats kopplar ihop varden pa funktionen f i punkterna a och b med
derivatabegreppet.

Nagra konsekvenser for kurvkonstruktion. Antag att for alla x € (a, b) sa:
e« f'(x)>0.Daar f strangt vaxande pa (a, b).

 f'(x) <0.Daar f strangt avtagande pa (a, b).

Chalmers



Nagra fler konsekvenser for kurvkonstruktion. Antag att for alla x € (a, b) s&:

e« f'(x)>0.Daar f strangt vaxande pa (a, b).
e« f'(x) <0.Daar f strangt avtagande pa (a, b).

e Omf"(x) >0, saary= f(x) konvex (konkav uppat).
e Omf"(x) <0, sdary= f(x) konkav (konkav nerat).

* Eninflektionspunkt &r en punkt dar andraderivatan &ndrar tecken.

En inflektionspunkt 02|

Negativ andraderivatan,
konkav nerat

Negativ derivata, avtagande



Antag att vi har f'(a) = 0.

Om f""(a) > 0 sd ar a ett lokalt minimum.
Om f"(a) < 0 s& ar a ett lokalt maximum.
Om f""(a) = 0 eller f"(a) odefinierad sa kan vi inte saga nagot speciellt om kurvans karaktar.

f' = f" =0, men varken max eller min

Globalt minimum

& [ T -

0

f' =0, globalt maximum

Lokalt minimum



Grafritningen har vi ocksa berikat med hjalp forstaelse for asymptoter:

-

Vertikala asymptoter, da funktionen narmar sig x = a.
2. Horisontella asymptoter, da funktionen narmar sig y = b.
3. Sneda asymptoter, da funktionen narmar sig y = kx + m om x — +oo. FOr dessa galler:

. Lutningen k maste i sa fall ges av formeln:

lim Lx) = k.
x—->too X

Vardet m ges i sa fall av:
lim f(x) — kx =m.

x—>+oo

Notera att horisontella asymptoter motsvarar k = 0. | en vag mening motsvarar
vertikala asymptoter fallet da k = oo.



Implicit derivering: Det finns ocksa fall dar var graf inte ar pa den enkla formen y = f(x). T.ex. kan
vi tanka oss att kurvan ar beskriven av x? + y? = 1.

Den kan skrivas pa formen F(x,y) = 0. | det fallet sager vi att y ar implicit bestamd av x.

Vi kan likval derivera uttrycket med avseende pa x. Om y &r en funktion av x far vi bidrag fran
dessa deriveringar ocksa. Under valdigt allmanna forutsattningar gar detta. Det faller under
begreppet implicita funktionssatsen som vi inte tar upp mer hér.

Ett exempel ar just x2 + y? = 1. Om vi deriverar med avseende pa x far vi 2x + 2yy’ = 0. Notera att
2yy' motsvarar derivatan av y? med avseende pa x, och eftersom det & en sammansatt funktion
far vi en inre derivata pa y’'. Alltsa ar

X

y = —;

Om y = 0 sa ar derivatan odefinierad. Det motsvarar fallet da implicita funktionssatsen inte ar
tillAmpar.
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Kapitel 5

Integraler

 Integraler kommer fran atminstone tva typer av ursprungsproblem:

1. Vivill rakna ut en area eller volym.

2. Vi vill summera manga foérsvinnande sma bidrag av nagot, t.ex.
berakna arbetet som ar utfort nar ett objekt dras mellan tva punkter.

2018-10-24 Chalmers
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Integraler

Definition: En Rrjemann summa for ett intervall [a, b] & en summa pa formen

zf(xf)Ax = f(x))Ax + f(x3)Ax + -+ f(x)Ax.
i=1

Har ar Ax = b_Ta och x; € [x;_1 x;] &r ett godtyckligt tal i intervallet ifraga.

Chalmers
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Olika forfinade Riemann-summor av samma graf:
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Definition: For en funktion f(x) pa ett intervall [a, b] definierar vi

. n
fa f(x)dx = gggo;f(xi)Ax

Sats: Om f(x) ar kontinuerlig pa [a, b] existerar gransvardet i definitionen av

jbf(x)dx.

Med andra ord &r f integrerbar.



Analysens fundamentalsats: Om f(t) &r kontinuerlig pa [a, b] och x € (a, b) sa ar

9= | fe
deriverbar och g'(x) = f(x).

Vidare sa ar

b
F(b) — F(a) =f f(t)dt
a
dar F ar en godtycklig primitiv funktion till f.

Satsen ar fundamental eftersom den ger oss en mdjlighet att rdkna ut komplicerade gransvarden
frdn Riemann summor utifran primitiva funktioner, dvs. antiderivator. Pa detta sattet kopplas alla
vara satser om derivator till areor och liknande objekt.
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Alltsa ar en integral en primitiv funktion i en valdigt speciell mening. Foér att gora skillnad mellan vardet
och de primitiva funktionerna i kontexten for integraler introducerar vi foljande:

En bestamd integral ar en integral pa formen:

| e

En obestamd integral ar alla primitiva funktioner till integranden f. Den skrivs pa formen

jf(x)dx.

Notera att om F(x) ar en primitiv funktion till f sa ar [ f(x)dx = F(x) + C.
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x",n+—1 x"t1 o x
2 _ .2 -
n+1 a X arcsin (a)
e* e*
1
sin(x) —cos(x) V1 —x? areees)
1 arctan(x)
cos(x) sin(x) 1+ x?
f+g F+G
tan(x) —In | cos(x)|
cf cF
In(x) xlnx —x l In(x)
X
X
a* a 1 tan(x)

In(a) cos2(x)
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Kapitel 6

Tillampningar pa integraler

« Detta kapitlet innehaller tillampningar av integralbegreppet.
« Det innebar bade tolkningar av denna som areor, men aven volymer.

« Via Riemannsummor tanker vi ocksa pa det som arbete, och
medelvarden. Med andra ord kopplar vi, bland annat, medelvarden

till area-begreppet.

Chalmers



Arean mellan de tva kurvorna ges av integralen

| :
/ A= [ 1@ - g
':b i

: y=g[xv )

Om det inte ar sa att f(x) = g(x) maste vi introducera absolutbeloppstecken:

A= [P1F(0) — g()ldx.



Lisk of Fotate
valume

Kan ocksa anvanda integraler for att rakna ut volymer av/t.ex. rotationsytor:

tation runt x-axeln:

b
V=j f (x)%dx .

Metoden med cylindiska skal i fallet med rotation runt y-axeln:

b
V:j 2nxf (x)dx .

Skivmetoden i fallet med



Eftersom Riemann-summor paminner mycket om medelvarden finns det mojlighet att tolka
integralen pa formen

1 b
fmeder = m-]:z f(x)dx

som ett medelvarde for f pa intervallet [a, b].

Sats (Medelvardessatsen for integraler): Antag att f ar kontinuerlig pa intervallet [a, b].
Da finns ett ¢ € [a, b] sa att

() = fmeder-

Med andra ord antar f medelvardet.

Medelvardessatsen for integraler ar starkt kopplad till medelvardessatsen for derivator.
Det &r ocksa i princip vad som ligger bakom analysens fundamentalsats, sa det ar en sats
av stort intresse.
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Kapitel 7

Integrationsmetoder

 Ibland racker det inte att bara anvanda listan pa standardintegraler
for att rakna ut en primitiv funktion.

* Flera av metoderna som kan anvandas anvander direkt analysens
huvudsats.

Derivator Integraler

Kedjeregeln Variabelbyte

Produktregeln Partiell integration

2018-10-24 Chalmers 38



Variabelbyte: Antag att f ar kontinuerlig pa ett intervall [a, b] och g &r deriverbar pa
densamma. Da galler det att for obestamda integraler:

[ rg6)g erax = [ raau.

For bestamda integraler far vi
g(b)

b
[ Fla@)g@ar= [ ravau

a g(a)

Notera de nya integrationsgranserna i andra integralen! Har ar u en ny variabel som vi
integrerar emot, men tanken ar att u = g(x). Om vi jamfor

flg))g'()dx | & fWdu

med denna definitionen, ser vi att vi rent formellt, eftersom f(g(x)) = f(u), kan skriva



OBS: Nar ni gor variabelbyten, var noggranna med att byta ut alla x mot u. Det far inte vara
nagra blandade termer kvar.

Man maste i princip byta ut integrationsgranserna eftersom man bytt ut variabeln x mot
variabeln u. Men om man byter ut u mot x igen néar man hittat den primitiva funktionen kan
man ateranvanda de gamla granserna:

1/V2 /4

J71* cos(e) sine) dx = [u = sin(x), du = cosCe) ] = [/ udu =[] " = [ ",

Vi kunde lika géarna ovan forst réaknat ut den obestamda integralen, och sedan satt in
granserna. Pa det sattet behéver man inte alltid halla koll pa granserna efter variabelbytet.



Partiell integration: Antag att f ar deriverbar pa ett intervall [a, b] och att g ar
kontinuerlig med primitiv funktion G.

Da galler det att
ffgdx=f6—ff’6dx.

samt

| ' fg dx = [£G1E - | F6 ax.

Bra att anvanda om man vet endera nagot om derivatan av f eller ndgot om primitiv
funktion till g och det resulterande uttrycket blir enklare. Till exempel ar

[ xsin(x)dx = —x cos(x) + [ cos(x) dx = —x cos(x) + sin(x)
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Mer specifika integraler

Trigonometriska integraler, partialbraksuppdelning & generaliserade integraler.

« Dessa ar allmanna integrationsmetoder. | specifika fall kan man
behdva speciella metoder.

- | fallet med manga trigonometriska integraler, dvs. integraler
iInvolverandes trigonometriska funktioner, ar det oftast bra med
dubbla-vinkel-substitutioner.

Chalmers
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Nar vi har trigonometriska integraler, dvs. integraler involverandes
cos(x),sin(x),tan(x) kan det ofta vara bra att anvanda dubbla-vinkeln-
formler. De skar ner antalet cosinus och sinus-uttryck.

Dubbla vinkeln for cosinus:
e cos(2x) = cos?(x) — sin?(x).
Om vi anvander cos?(x) + sin®(x) = 1, som ar nog sa viktig i sig, kan detta skrivas om som:

1—cos(2x)

e sin?(x) = -

1+cos(2x)

e cos?(x) = -

Dubbla vinkeln for sinus:
e sin(2x) = 2sin(x) cos(x).
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Om vi vill integrera rationella funktioner, dvs. funktioner av typen ( X darP(x) Q(x) ar polynom,

Q
finns det i princip tva strategier:

1. Genomfor polynomdivision for att skara ner graden pa taljaren: P(x) = Q(x)K(x) + R(x).

2. Anvand partialbraksuppdelning for att skriva om integralen i termer av uttryck som — + Tb'

3. Vi har gatt igenom det om Q(x) ar linjart, eller om Q(x) ar kvadratiskt. Har ar det viktigt att veta
hur Q(x)'s nollstallen uppfor sig (2 enkla, 1 dubbelt, eller inga nollstallen) for att veta vilken form vi kan
skriva om det hela pa.
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Den sista typen av integralproblem som kursen handlar om ar generaliserade integraler.

Det handlar om extremfall dar vi t.ex. integrerar 6ver _ _ o
« oéandliga omraden. (dvs. inte ett intervall). Diskontinuerlig integrand, men konvergent

» ettintervall, men funktionen har diskontinuiteter.

Oandllgt Omré.de, men konvergent Oandllgt Omréde’ men dlvergent
co 0 1
f e~ dx = f d_x = 00 j In(x)dx = —1
) 1 X 0

Jamfdrelsekriteriet: Antag att f och g ar kontinuerliga funktioner fér x > a och 0 < g(x) < f(x).
Da galler att:
»  Om [ f(x)dx konvergerar sa konvergerar [ g(x)dx .

«  Om [” g(x)dx divergerar sa divergerar [ ° f(x)dx .
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