Tentamen MVE475 - Inledning till matematisk analys

Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Edvin Wedin, Ankn: 5325
Hjalpmedel: Inga

Tentamen rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och
inldimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Tentamen pa kursen bestar av tva delar; godkantdelen samt 6verbetygsdelen. Den enda skillna-
den pa delarna ar den 6vergripande svarighetsgraden. For godként pa tentamen som helhet krévs
20 poéng, inklusive eventuella bonuspoéng erhallna fran duggor. For godkant pa kursen skall ocksa
Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kréavs dessutom 30 resp. 40 poédng sammanlagt
pa tentamens alla delar (som har totalt 50 podng), inklusive eventuella bonuspoéng.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas
och bedéms anonymt. Resultat formedlas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfallet.
Lycka till! Dennis

Question | Points
1 20
2 12
3 18
Total: 50
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Godkantniva

1. I foljande uppgifter ska endast korta rikningar redovisas pa detta blad. Det lamnas in tillsam-
mans med de andra losningarna pa separat blad.

(a) Funktionen (3 p)
22+ 2z +1
T —2

har en sned asymptot da x — oo. Bestdm denna.

(b) Berdkna grénsvirdet (3 p)

T——00 xT
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(c¢) Kryssa for det eller de pastaende nedan som dr sanna. Varje felaktigt svar kvitteras mot(2 p)
eventuella korrekta svar.
(O For att hitta lokala minimum récker det att identifiera kritiska punkter.
(O En kontinuerlig funktion har alltid ett globalt max.
v/ Om a € (0,1) &r ett lokalt max till en deriverbar funktion f sa &r f'(a) = 0.
(O En kontinuerlig funktion &r alltid deriverbar.
v/ En deriverbar funktion ir alltid kontinuerlig.

(d) Bestdm (3 p)

1
2
/ ze” dx.
0

Hér dr det rimligt att gora variabelsubstitutionen u = 2. D& far vi du = 2xdz, eller
du/2 = xdzr och grinserna dndras inte eftersom 0> = 0 och 1* = 1. Insiittning ger oss

Losning:

integralen
1 /1 » 1( 0
= | edu=-(e—1).
2 /s 2
(e) Ange globala maximum och minimum till funktionen f(z) = ze*” pa intervallet [0,1]. (3 p)
Losning:

Enligt sats sa finns maximum till funktionen f endera i &ndpunkterna pa intervallet (dar
vérdena ér 0, e), eller i punkter dér derivatan &r odefinierad eller dir f'(x) = 0. Eftersom
funktionen ar overallt deriverbar letar vi alltsa efter 16sningar till f/(x) = 0. En snabb
rakning ger

f(z) = e (14 222).

Detta dr noll exakt da 1 + 222 = 0, vilket saknar reella 16sningar. Alltsa maste globalt
maximum vara e och globalt minimum vara 0.

Ett annat alternativ &r att se att f'(z) = e’ (1 + 222) alltid &r positiv, och alltsa ér
funktionen vixande. Maximum och minimum maste saledes finnas i &ndpunkterna.
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(f) Bestdm linjériseringen av f(z) = 2° — 2* + 2® — 2> + 2 — 1 i punkten z = 1. (3 p)

(g) Berédkna den obestdmda integralen (3 p)

/xln(m)dm.
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2. I nedanstaende uppgifter ska fullstdndiga l6sningar redovisas pa separat blad.

(a) Betrakta kurvan definerad av ekvationen (3 p)
sin(z + 2y) = 22 + 9.

Bestédm en ekvation for tangentlinjen i punkten (0,0).

Losning:
Vi deriverar och anvinder kedjeregeln, och erhaller:

(14 2y')cos(z +2y) =2z + 9.
Inséttning av (z,y) = (0,0) och forenkling ger oss att ' = —1 i (0,0). Eftersom tan-
gentlinjen genom (0,0) ges av (y —0) = k- (x — 0) och k = —1 far vi att tangentlinjens
ekvation Ar
Yy = —t.

(b) Berdkna volymen av den kropp som erhalls da omradet som begrénsas av (4 p)
y=2>-1,y=0,2="2

roteras runt y-axeln.

Losning:
Volymen berédknas antagligen enklast med hjélp av metoden med cylindiska skal, dé&r
formeln ges av

27 /b zf(z)dx

dér a och b dr undre och 6vre grénser i z-led (vi antar att f(z) > 0). I det hér fallet ser
man att grinserna blir @ = 1 (det &r en av skéirningspunkterna mellan y = 2* — 1 och
y = 0) och b = 2. Funktionen &r f(z) = 2% — 1. Alltsa har vi reducerat problemet till att
rakna ut integralen

2

/abxf(x)dx=/12x(x2—l)dx: [%4_%2] :(4_2)_(1/4_1/2):%

1

Vi far det slutgiltiga svaret genom att multiplicera med 27: Volymen é&r 9?”.

(c) Lat f vara en funktion pa (det 6ppna) intervallet (0, 1). Definiera vad det innebér att f(5 p)
har ett lokalt maximum i en punkt a € (0,1). Formulera sedan och bevisa Fermats sats
(det ricker att du bara behandlar lokala maximum).

Losning:
Se boken eller foreldsningsanteckningarna.
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Overbetygsdelen

3. Pa overbetygsdelen ska fullstdndiga 16sningar ldmnas pa enskilda blad.

(a) Bevisa med hjilp av grinsvirdesdefinitionen att lim,_,5 2% = 25. (3 p)

(b) Berékna Riemann-summan (3 p)

(c) Antag att f dr en kontinuerlig funktion. Visa att om [* f(t)dt = 0 for alla z, sa maste(3 p)
funktionen f vara en udda funktion.
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(d) Beréikna den generaliserade integralen [;° -4 (4 p)

(e) Formulera och bevisa satsen for variabelsubstitution i integraler. (5 p)
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