Tentamen MVE475, LMAO33 - Inledning till matematisk
analys

Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Olof Elias, Ankn: 5325
Hjalpmedel: Inga

Tentamen rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och
inldimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Tentamen pa kursen bestar av tva delar; godkédntdelen samt 6verbetygsdelen. Den enda skillna-
den pa delarna ar den overgripande svarighetsgraden. For godkdnt pa tentamen som helhet krivs
20 poang, inklusive eventuella bonuspodng erhallna fran duggor. For godként pa kursen skall ocksa
Matlabmomentet vara godként. Foér betyg 4 eller 5 krévs dessutom 30 resp. 40 poéng sammanlagt
pa tentamens alla delar (som har totalt 50 poéng), inklusive eventuella bonuspoéng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rattas
och bedoms anonymt. Resultat formedlas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.
Lycka tilll Dennis

Question | Points
1 20
2 12
3 18
Total: 50
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Godkantniva

1. I foljande uppgifter ska endast korta rikningar redovisas pa detta blad. Det lamnas in tillsam-
mans med de andra losningarna pa separat blad.

(a) Funktionen (3 p)
2?2 —2x+1
T+ 2

har en sned asymptot da = — oo. Bestdm denna.

(b) Berdkna grinsvirdet (3 p)
. sin(z?)
lim
x—0 172
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(c¢) Kryssa for det eller de pastaende nedan som dr sanna. Varje felaktigt svar kvitteras mot(2 p)
eventuella korrekta svar.
(O For att hitta lokala minimum récker det att identifiera kritiska punkter.
v/ Om f och g &r deriverbara, sa dr ocksa f + g deriverbar.
O Om f ej ar kontinuerlig pa [0, 1], och f(0) =0, f(1) =1, sa finns tal 0 < £ < 1 sa att
f(€) = 0.5.
v/ Om f &r kontinuerlig pa [0,1], och f(0) =0, f(1) =1, sa finns tal 0 < ¢ <1 sa
att f(&) =0.5.
(O En kontinuerlig funktion &r alltid deriverbar.

(d) Bestdm _ (3 p)
/0 cos(z) sin(z)dx.

Losning:
Detta rdknas antagligen enklast ut genom att anvénda att sin(2x)/2 = cos(x) cos(z). Da
erhaller vi

/OTr cos(z) sin(x)dx = /07r sin(2x)/2dx = [— cos(2x) /4] = 0.

(e) Ange globala maximum och minimum till funktionen f(x) = zv/x? + 3 pa intervallet [0, 1].(3 p)

Losning:

Enligt sats sa finns maximum till funktionen f endera i &ndpunkterna pa intervallet (dér
vérdena &r 0, 2), eller i punkter dar derivatan #r odefinierad eller dir f'(x) = 0. Eftersom
funktionen &r Overallt deriverbar i det inre av [0,1] letar vi alltsa efter losningar till
f'(x) = 0. En snabb rikning ger

(@) = VEF 342"

x2+3

Om vi multiplicerar upp V2 + 3, som inte dr noll, ser vi att uttrycket &r noll exakt da
22 + 3 + 2% = 0, vilket saknar reella I6sningar. Alltsa maste globalt maximum vara 2 och
globalt minimum vara 0.

Ett annat alternativ &r att se att f'(z) = V22 + 3+ 22 \/mé? alltid &r positiv, och alltsa &r

funktionen vixande. Maximum och minimum maste saledes finnas i &ndpunkterna, och
enligt ovan dr globalt max 2 och globalt min 0.
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(f) Bestam linjériseringen av f(z) = 2% i punkten z = 1. (3 p)

(g) Bestdam den obestdmda integralen (3 p)

/ %dw.
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2. I nedanstaende uppgifter ska fullstdndiga l6sningar redovisas pa separat blad.

(a) Betrakta kurvan definerad av ekvationen (3 p)
Y =1,
Bestédm en ekvation for tangentlinjen i punkten (1,1).

Losning:
Vi deriverar och anvinder kedjeregeln, och erhaller:

(22 —y)e” ¥ = 0.

Inséttning av (x,y) = (1, 1) och forenkling ger att ¢ = 2. Eftersom tangentlinjen genom
(1,1) gesav (y — 1) = k- (z — 1) och k = 2 far vi att tangentlinjens ekvation ar
= 2w = L.
(b) Berékna volymen av den kropp som erhalls da omradet som begrinsas av (4 p)

y=2>-1,y=0,2=0
roteras runt z-axeln.

Lésning;:
Volymen berdknas antagligen enklast med hjilp av metoden med skivningsmetoden, dar
formeln ges av

[ 5@ - gty

dér a och b &r undre och 6vre gréinser i a-led och omradet begrénsas av f(x) ytterst
och g(x) innerst. I det hér fallet ser man att granserna blir @ = 0,b = 1. Funktionen &r
f(x) = 2® — 1. Alltsa har vi reducerat problemet till att rikna ut integralen

1 1 5 3 1
8
2_1)2_ 0% :/ 4 9p? {1dp = |2 — 9T -2
/O(x )" — 0%dx Oa: x° + ldz 7 3+x0 T

. o g o . ... 8
Vi far det slutgiltiga svaret genom att multiplicera med 7: Volymen &r 7.

(¢) Formulera och bevisa satsen for partiell integration for en obestdmd integral. (5 p)

Lésning:
Se boken eller foreldsningsanteckningarna.

Overbetygsdelen

3. Pa overbetygsdelen ska fullstdndiga losningar lamnas pa enskilda blad.
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(a) Berdkna Riemann-summan (3 p)
o Z pa sinl

Losning;:
Notera att . .
Z—sm(z/n) (l sin(l)) 1
, n n')n
i=1 i=1
Om vi skriver z; = 04 i/n och Az = 1/n ser vi att det &r dr en Riemann-summa pa
typen Y f(x;)Ax for integralen
1
/ xsin(z)dz.
0

Den senare kan beriiknas direkt med partiell integration (derivera x och integrera sin(x)
och vi far sin(1) — cos(1).

(b) Lat f(x) = x® + 3x och lat g(z) = f~!(z). Beriikna fOMg(x)d:v (3 p)

Losning:

Derivatan av f(z) dr 3(z*+1), och derivatan av inversen ges av ¢'(x) = f,(t) T +1’ dar
t = g(x). Vi har dérmed att dt = 3 zi<dz, eller drz = 3(t> + 1)dt. Alltsa tar integranden
formen g(x)dr = t3(t*+1)dt = 3t3—|—3t D s primitiv funktion som ges av 3t*/4+3t2/2.
Da f(0) =0, f(2) = 14, far vi att g(0) = 0,¢(14) = 2 sa att de nya grianserna blir 0 och
2. En direkt insattning ger att i slutdnden blir integralen 30.

(c) Definiera konceptet generaliserad integral, och forklara varfor fol In(x)dx &ar en generaliserad (4 p)
integral. Bestdm om denna konvergerar och ange i sa fall dess vérde.

Losning:

For definition av generaliserad integral, se bok eller féreldsningsanteckningar.

Integralen &r generaliserad for att In(z) inte &r definierad pa hela intervallet, mer precist
i x = 0. Integralen, om den konvergerar, &r definierad som griansvirdet da ¢ — 0+
f In(x)dx. Eftersom In(z) har zIn(x) — 2 som primitiv funktion, vilket ses via partiell
1ntegrat10n om man inte kommer ihag formeln, blir integralen

[1In(1) = 1] — [eIn(c) — ] =c—cln(c) — 1

Det enda icke-triviala gransvérdet att berdkna ar lim, o, cIn(c). Det &r samma gransvéarde
som om man sitter ¢ = e~?, och later ¢ — oo. Da blir uttrycket pa formen

_ _ t
cln(c) = e 'In(e”) = —=
Via t.ex. L’Hospitals regel ser vi att gransvardet ar 0 da t — oo. Allt taget tillsammans

ser vi att gransvérdet ar
—1.
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(d) Visa griansvirdeslagen som séger att om lim,,, f(z) = L och lim,,,g(x) = M sa &r(4 p)
lim,,, f(z)g(x) = LM.

Losning:
Se boken eller foreldsningsanteckningar.

(e) Formulera och bevisa medelvardessatsen for integraler. (4 p)

Losning:
Se boken eller foreldsningsanteckningar.
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