MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 160319 kl. 14.00 - 18.00
Tentamen Telefonvakt: Linnea Hietala
5325

MVE480 Linjir algebra S

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2016
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kridvs dessutom 35 resp. 45 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 6 resp. 8 poing pa del 2.

Losningar liggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

2. Betrakta tva avbildningar F och G fran R? till R2. Avbildningen F innebér en vridning
g moturs medan G innebér ortogonal projektion pa x1— axeln.

(a) Bestdm de bada avbildningarnas standardmatriser. Motivera ditt svar genom att rita
figurer!

(b) Bestdm matrisen for den sammansatta avbildningen som fas om man forst projicerar
och sedan vrider.

3. (a) Definera vad som menas med nollrummet hos en m x n matris A.
(b) Bestdm baser for Col A och Nul A , dér
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4. Ett plan II innehaller punkterna (1,2,2) och (2,3,4). Vidare vet man att planet IT &r
vinkelrdt mot planet 3x + 2y — z = 0. Bestdm en ekvation for planet I1.

2

5. Matrisen A = [ 9

] och vektorn v; = [ 1 -1 ]T ar givna.

(a) Bestdm konstanten a sa att matrisen A har vektorn v; som egenvektor.
(b) Finns det fler egenvektorer till matrisen A for det erhallna vérdet pa konstanten a?

(c) Lés systemet x'(t) = Ax(t) med x(0) = 0 1 ]T
(for ditt angivna viérde pa konstanten a).

(4p)



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Ett homogent ekvationssystem med en inverterbar matris kan ha en icke-trivial 16sning.

(b) Lat T vara den linjéra avbildning som ges av T'(x1, x2, x3) = (x1+3x2 —4x3, x2+373).
Da ar T injektiv.

(c) Om vy, ..., vs #r linjirt oberoende vektorer i R® s& #r {vi,vs,vs,v4} ocksd linjirt
oberoende.

7. Lat F : R? — R3 vara den linjira avbildning som geometriskt betyder projektion i planet
T1 + a9 — 23 = 0.

(a) Bestdm en ortonomerad bas fér planet.

(b) Bestdm F':s matris i standardbasen.

8. Formulera och bevisa Cramers regel.

Lycka till!
Jonny L

(1p)

(2p)
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(4p)
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Poing

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) For vilka hogerled b = [ b1 by b3 ]T har Ax = b ingen, unik, respektive oédndligt
manga 16sningar?

Losning:

i. Bestam inversen till A.
ii. Ar kolonnerna i A linjért oberoende?

Losning:

VAT o
" va=[4 —2 1]

och vy = [ 7T =5 h ]T blir linjart beroende. Ange dessutom en vektor som &r

(c) Bestédm konstanten h sa att vektorerna vi = [ 3 =3 0

ortogonal mot vo.

Loésning:

VAND!



1 1 1
(d) Bestdm minstakvadratlosningen till Ax =bda A= |1 2 | ochb=] 0
2 —2 -1
Losning:
2 AP
4 5 1 1
(e)LtA—[5 9}0hB—[2 _2]

Los matrisekvationen AX = X + B

Losning:

(3p)

(3p)



Loésningar MVE480, Linjir algebra S, 160319

(a) Vi stéller upp den utékade matrisen och ser for vilka b systemet &r losbart.

1 -1 2 b 1 -1 2 by 1 -1 2 b1
3 3 0 by | ~]0 6 —6 by—31 |~|0 6 6 by — 3b1
-2 3 =5 b3 0 1 —1 b3+ 2h 0 0 O —15by + by — 603

Vi ser att da —15by + by — 6b3 # 0 saknas 16sning och d& —15b1 + by — 6b3 = 0 finns
det odndligt manga 16sningar. Aldrig unik 16sning.

(b) Elimination av utokade matrisen [A ] ger

1 11 1 0 0 1 01 1 -1 0 1 0 0 1 -1 -1
010 01 0l~]0 10 0 1 0|~|010O0 0 1 0
0 01 0 01 0 01 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 -1 -1
SaA =10 1 0 . Att A~ existerar #r ekvivalent med att kolonnerna i A
0 0 1

dr linjart oberoende.

(c) Viser for vilka h determinanten av A &r lika med noll, ty for dessa h dr kolonnerna i
A linjart beroende.

3 4 7
3 2 :3"12 ;5’_4"03 f"u“j’ _12':6h—6:O
0 1 h
Sa h = 1. En ortogonal vektor &r t.ex. V4:[1 2 O]T
(d) Vi har
v, [ 6 -1 Tt 191
AA_[—1 9 |’ WA =511 6]

Minstakvadratlosningen ges alltsa av
119 1 —1 11 -6
T A1 AT & -
(AA)Ab_53{1 6}[3} 53{17]‘
(e) Vi loser matrisekvationen

AX—-X=Bo AX-IX=B&a(A-)X=BeX=(A-1)"'B,

om (A —I)~! existerar.

N IR LN F

-8 5 1 1 2 -18
jX‘{5 —3“2 —2]_{—1 11]'
(a) Om vi kallar F':s avbildningsmatris for A har vi

1
2
E]

A= F(e) F((—Bz)]:[cosgr Cosié:]:[ 2

o .
Sin 3 sin 6

w
N[ ‘
mg
w
1

Om vi kallar G:s avbildningsmatris fé6r B har vi

B=[Gle) G(ez)]:“ 8}

(b) Om vi forst projicerar och sedan vrider dr det matrisen AB vi soker.

boE 0] [ 4o
Vi1 [oo}zfo'




3. (a) Nollrumet till en matris A & méngden av alla l6sningar x, till den homogena ekva-
tionen Ax = 0.

(b) Upprepade radoperationer ger

1 -2 11 2 1030 2
3 -6 3 2 6 01100
2 42 14| 7]000 10
01 110 0000 O

Vi ser att forsta, andra och fjirde kolonnerna ar pivotkolonner, sa
(1 320],[-2 -6 —4 1] och[1 21 1]
rummet.

Vi ldser av att

ar en bas for kolonn-

—3$3 — 2.%5 -3 -2

—x3 -1 0

Ax =0 & X = T3 =3 1 + x5 0
0 0 0

xI5 0 1

De tva vektorerna i hogerledet bildar en bas for nollrummet.

4. En vektor vy i planet fas genom vi = (2 — 1,3 — 2,4 — 2) = (1, 1,2). Vi har att planet
3z + 2y — z = 0 &r vinkelrdt mot planet II, vilket innebér att dess nomalvektor vo =
(3,2, —1) &r parallell med det sokta planet. Om vi nu tar vi X vy far vi en vektor som &r
vinkelrdt mot bada dessa vektorer, som da &r en normalvektor till planet II.

1 2

i
n=vixve=|11 2 |= 9 _1

a8
3 2 -1

‘k: (=5,7, —1).

N

1t 2 e
3 —1 3
Inséttning i planets ekvation ger
—br+T7y—z+d=0
Inséttning av punkten (1,2,2 (som vi vet ligger i planet) ger att d = —7, sa
Sr—Ty+2+7=0

ar ekvationen for det sokta planet.

eS| Ry P LRI Y

och vi ser att med a = 1 och A = —1 sa &r vy en egenvektor till matrisen

A:[gﬂ

(b) Vi berdknar

5. (a) Avy = Avy ger

det(A—/\I)_‘ 2-A 3

—\2 _ 4 = —
) 1_/\‘—/\ BA—4=(A+1)(A—4).

Egenvirdena dr alltsa Ay = —1 och Ay = 4. Vi sdker egenvektorn tillhérande egenvérdet

Ao = 4.
2 3 40 92 3 2 3
A_AQIQ_[2 1}_[0 4}_{2 —3]’“[0 0}‘

Vi har att x1 dr en bunden variabel och xo &r en fri variabel, vilket ger



och dérmed har vi att vo = [ 2 ] ar en egenvektor.

Systemets allménna l6sning &r

x(t)zcl[_ll]e_t%—cz[?)}e“

3 1
(1)] ger att Clz—g och szg,Sé

x(t)——g[_ll}et+;[g}e4t.

Inséttning av x(0) = [

Falskt. Om A &r inverterbar sa har ett homogent ekvationssystem endast trivial

16sning.
Falskt. T" &r injektiv om och endast om 7'(x) = 0 endast har trivial 16sning. I vart
fall har vi
x1
1 3 4
T(X) = [ 0 1 3 :| T2
x3

och vi ser direkt att zg &r en fri variabel, vilket innebér att T'(x) = O inte har trivial

16sning och dérmed ar avbildningen ej injektiv.

Sant.Antag att
Cc1V1 + cova +c3vy +c4vy =0

har en icke-trivial 16sning( d.v.s. minst en av ¢y, ...,cq # 0).
Detta innebdir i sa fall att

c1v1 + cave +c3vy +c4vy + 0vs =0
Men detta kan inte intraffa ty
{v1,v2,v3,v4,vs}
ar linjért oberoende enligt pastaendet, sa
{vi,v2,vs, va}

dr linjart oberoende.

Tag tva vektorer som spénner upp planet t.ex. vi = [ 1 01 ]T och vy = [ 011 ]T.
1
Vi viljer uy = vy = | 0 | och tillimpar satsen om ortogonal projektion
1
Ve - Vo 0 1 1 -1/2
Uy = Vo — V] = 1 — 5 0 = 1
ViVl 1 1 1/2
och en ortonomerad bas blir da
1 1 -1/2
U=<{—10], 1

2
\/51%1/2



(b) Nu kan vi tillimpa sats 6.3.10. som siger att avbildningsmatrisen fas genom UU7,
vilket ger

1 1
V2 Ve 1 0o L 1 2 -1 1
0 % [_ﬂl 2 \{5123 -2
1 1

% % 6 V6 6 1 1 2

Det finns alternativa l6sningsmetodersom t.ex. att projicera standardbasvektorerna i

det givna planet, eller enligt foljande.
1

Vid ortogonal projektion sa projiceras vektorerna vi = | 0 | och vo =

0
1
1
1
sig sjélva(ty de ligger i planet) och normalvektorn till planet n = vg = |: 1

projiceras pa nollvektorn. Vi har da med sambandet att Avy = Apvy att

1 1 0 0 1 1
Alofl=1]0], Al1|l=1]1], Al 1 | =0 1
1 1 1 1 ~1 ~1

Tillsammans ger detta

1 0 1 1 00 1 00 1 0 1
A0 1 1 =101 0 = A=101 0 01 1
1 1 -1 1 1 0 1 1 0 1 1 -1
dar
-1
1 0 1 1 2 -1 1
01 1 :...:§ -1 1
1 1 -1 1 1 -1
och aterstar nu att berdkna A dar
1 00 2 -1 1 2 -1 1
1 1
A:§ 01 0 -1 2 1 :§ -1 2 1
1 1 0 1 1 -1 1 1 2



