MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 160822 kl. 14.00 - 18.00
Tentamen Telefonvakt: John Bondestam Malmberg
5325

MVE480 Linjir algebra S

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2016
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kridvs dessutom 35 resp. 45 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 6 resp. 8 poing pa del 2.

Losningar liggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

2. (a) Definera vad som menas med en minstakvadratlosning till en ekvation Ax = b.

(b) Ange en ekvation foér den linje som dr bést anpassad, i minstakvadratmening, till
punkterna

(1,5), (2,6), (3,10), (4,12), (5,17).

3. (a) Forklara vad som menas med begreppet linjirt beroende mdngd av vektorer i R™.

(b)

1 2 1
V] = 2 5 Vo = 0 5 V3 = 10
1 1 h

i. Avgor for vilka virden pa h vektorerna vy, ve, vs &r linjéart beroende.

ii. For varje virde pa h, bestdm dimensionen av det underrum som spénns upp av
V1,V2, V3.

-1 -1 -1

4. Lat u = , V] = och vy =

0
0

S = O

1
2
3

(a) Bestdm en ortonomerad bas for Span{vy, va}.
(b) Bestam ortogonala projektionen av u pa Span{vi,vy}.

(c) Bestdm avstandet fran u till Span{vy, va}.

(3p)
(2p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

5. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Om A och B #r n x n— matriser, och B ir inverterbar, sa dr det (BAB™!) = det A.
(b) Om A och B #r tva matriser sadana att AB = BA sa giiller #ven att A2B = BA2.

(c) Om A &r en matris sadan att ekvationen Ax = b har 16sning for varje b € R* sa har
matrisen A minst fyra kolonner.

6. T(x) = Ax motsvarar spegling i linjen y = 3z, uttryckt i termer av standardbasen for R?.

(a) Bestdm egenvirden och egenvektorer till matrisen A.

(b) Diagonalisera A.

7. Visa att varje méngd {vi,va,...,vp} 1 R" av p > n vektorer &r linjért beroende.

Lycka till!
Jonny L



Anonym kod sid.nummer | Poéng
MVE480 Linjar algebra S 160822 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestdm en ekvation for det plan som gar genom punkterna (3,—1,1), (4,0,2) och (4p)
(6,3,1).
L6sning:
7 N
r1 + 3x2 4+ 4x3 = 5
(b) Ekvationssystemet o + w3 = 1 A&r givet. (3p)
r1 + 4dxy + Tz = 1
Bestdm z2 med hjélp av Cramers regel.
Losning:
VAT . o

VAND!



(c¢) Bestdm alla egenvirden och egenvektorer till matrisen A = [ 31 ] :

Losning:

2 AP
(d) Bestdm baser for Col A och Nul A da

A= -2 1 4 0

Lo6sning:

(4p)

(4p)



Loésningar MVE480, Linjir algebra , 160822

(a) Tva vektorer i planet fas genom v; = (4 —3,0+ 1,2 —1) = (1,1,1) och vy =
(6—3,3+1,1—1) =(3,4,0). Om vi nu tar vy X vg far vi en vektor som &dr vinkelrit
mot bada dessa vektorer, som d& dr en normalvektor till det sokta planet.

Inséttning i planets ekvation ger

=

11
n=v; Xvy= 40

W =
B = e
o = K’

11 |1 -
1—‘3 O‘J—i-'g ‘k—(—4,3,1).

—4(x—-3)+3y+1)+1(z2—1)=0 & 4dor—-3y—2z—-14=0.

_ det(Az(b))

15 1
(b) z2 = det(4) dar det(Az(b)) = (1) i 1 | =7 ochdet(A) = (1)

1

=~ =W

N~
Il
N

(c) Vi borjar med att ta fram egenvérdena

3—-A 1

det(A—)\I):' 73

‘:)\2—16:0

Egenvirdena &r alltsa Ay = 4 och Ay = —4. Vi soker egenvektorn tillhérande egenvirdena.

A =4
-1 1 -1 1
A_MI?:[? —7]”[0 0]'

Vi har att x1 &r en bunden variabel och x5 dr en fri variabel, vilket ger
=]l
= = gj2
xT9 i) 1

och dérmed har vi att vi = [ 1 ] ar en egenvektor.

A\ = —4.
71 71
A_AQIQ_[7 1]”[0 0]'

Vi har att x1 &r en bunden variabel och xo dr en fri variabel, vilket ger
r1 | _ T2 o 1
o | | =Tze | T TR =7

och dédrmed har vi att vy = [ ] dr en egenvektor.

1
-7
(d) Upprepade radoperationer ger

1 0 -2 3

-2 1 4 0 ~]101 0 6

00 0 O

Vi ser att forsta och andra kolonnen &r pivotkolonner, sa

(1 201", [0 1 -1]"
Vi ldser av att

ar en bas for kolonnrummet.

2%3 — 3%4
Ax =0 & X = —6z4 = x3
T3

Iq

o= o
|
o

De tva vektorerna i hogerledet bildar en bas for nollrummet.



(a)
(b)

(b)

()

Se boken!

Minstakvadratlosningen % 16ser normalekvationerna A7 Ax = ATb.

11 5
2 1 6

1 2 3 45 55 15 1 2 3 45
ATA:[ ]31 :[ ],ATb:[ ]10
L1111y 15 5 11111 19
5 1 17

1 —
(AT A)~! { _13 1 f ] . Minstakvadratlosningen ges alltsa av

a4 ][]

y = 3x + 1 minimerar minstakvadratfelet.

Se boken!

Vi radreducerar matrisen

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 0 10|~]0 —4 8 ~ 101 =2
11 h 0 -1 h—-1 00 h—-3

Om h # 3 &r alla kolonner pivotkolonner och dimensionen &r 3.
Om h = 3 dr endast de tva forsta kolonnerna pivotkolloner, dvs kolonnerna spénner
upp ett plan och &r linjirt beroende och dimensionen &r 2.

Forst byter vi ut {vy,ve} mot en ortogonalbas via Gram-Schmidt processen. Tag
w1 = vy och vi far

W1 =V

-1 -1 -1
W—V—(VQ.WIW_ 0 _1 1 _1 -1
27 W1+ W1 1= 1 2 0 N 2 2
0 0 0

-1

N . s . -1

For att underlitta véljer vi wo = 9

0

Normalisering ger sedan en ON-bas {u;, uz} med
—1 -1
1 -1 1 -1

— och ug = —
V2| 0 TV 2
0 0

Kalla Span{vi,vs} for V. Vi har da

u; =

-1 -1 3
. u-wj u-wy 2 1 31 -1 1 1
P - _2 3 1

rojyu (Wl-W1)W1+(W2'W2 w2 =g 0 +6 5 5 0
0 0 0

-1 —3/2

1
Avstandet=||u — Proj ul| = || ; — 1{2 || = 5\/45
3 0



5.

(a) Sant. Med hjilp av produktformeln fér determinanter det(CD) = det(C)det(D),

1
och att det(I,) = 1, déir I,, &r enhetsmatrisen, s& far man att det(B~!) = det(B)’

Dessutom giller produktformeln for fler 4n tva determinanter, och vi far att

det(BAB™ 1) = det(B) det(A) det(B™1) = det(B) det(A) = det(A).

det(B)

(b) Sant. A2B = (AA)B = A(AB) = A(BA) = (AB)A = (BA)A = B(AA) = BA.

(c) Sant. Att Ax = b har 16sning for varje b € R* medfor att Col(A) har dimensionen 4,
och d& maste det uppenbarligen finnas minst 4 kolonner i A.

(a) Lat vi = [ L

} och vo = { B ] Eftersom v &r en riktningsvektor till linjen och

3 1
vy dr en normal till linjen sa har vi att T'(vy) = v; och T'(va) = —vg sa
vy ar en egenvektor till A med egenviirdet A\ = 1 och vy dr en egenvektor till A med

egenvirdet Ao = —1.

(b) Detta medfor direkt att vi har diagonaliseringen A = PDP~! med

R O W R Py

e[ ST

sa

7. Se boken, sats 1.7.8.



