MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 170313 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Johan Bjorklund
5325

MVEA480 Linjir algebra

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2017
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kridvs dessutom 35 resp. 45 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 8 poing pa del 2.

Losningar liggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

Ty — To — x3 = 2
2. (a) Los ekvationssystemet ¢ 2z; — x93 — 323 = 6
I — 2x3 = 4
(b) Skriv vektorn [ 2 6 4 }T som en linjarkombination av vektorerna [ 1 21 ]T,
[-1 -1 0] och [ -1 -3 —2]".

(c) Ar vektorerna [ 1 2 1 ]T, [-1 -1 0 ]T och [ -1 -3 -2 ]T en linjart obe-
roende méangd av vektorer?

3. (a) Definera vad som menas med ett egenvérde och en egenvektor till en n x n matris A.

(b) Lat A vara en 2 x 2 matris for vilken vektorerna vi = [ =2 1 ]T ochvy [ =1 1 ]T
ar egenvektorer med respektive egenvirden 1 och 2. Bestdm matrisen A.

4. (a) Lat T vara den linjira avbildning R?® — R3 som defineras genom
T(x) = (v1 + 72 + 23,71 + T2 — 73,71 — T2 — T3).

Ange avbildningens standardmatris.

(b) Ange standardmatrisen for den linjéira avbildning R3 — R? som bestar av en rotation
180 grader runt zs— axeln foljt av en spegling i z129— planet.

5. (a) Definera vad som menas med ett underum i R".

(b) Vektorerna

w=[1100]", w=[10-10]", ws=[100 —1]

utgor en bas for ett underrum W i R%. Bestdm en ortogonal bas for W.

(4p)
VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Om A dr en m x n matris med m < n sa har Ax = 0 oéndligt manga losningar.

(b) Om A ~ B ir radekvivalenta n x n matriser, sa har A och B samma egenvirden.

(c) Lat T : R? — R? vara den linjara avbildning vars avbildningsmatris &r { (1) (1] 8 ]

Da &r T surjektiv.

7. Lat T : R3 — R3 vara den linjira avbildning som ges av formeln

X-V] X V9o

T(x) = v+ AP
ViV Vo - V9
1 2
davi| 1| ochvy| —1
1 -1

(a) Vad har avbildningen T' for geometrisk tolkning?
(b) Bestdam T :s avbildningsmatris i en bas bestaende av T :s egenvektorer.

(c) Bestam T :s avbildningsmatris i standardbas.

8. Bevisa att om A &r en inverterbar n X n matris och b &r en vektor i R" s& har systemet
Ax = b den entydiga l6sningen x = A~ 'b.

Lycka till!
Jonny L



Anonym kod sid.nummer | Poéng
MVE480 Linjar algebra 170313 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
3020
. . . . 2 0 3 2
(a) Berikna determinanten till matrisen A = 49 4 9 (3p)
5 0 6 0
Losning:
7 N
1 0 1
(b) Bestdm inversen till matrisen A= | —1 1 -1 (3p)
-1 -2 0
L6sning:
7
(¢) For vilket véirde pa konstanten a ligger vektorernavy = [ 1 2 3 ]T, vo=[21 2 }T (3p)

och vs = [ 1 -2 a ]T i samma plan?
Loésning:

VAND!



d) Matrisen A = ar given.
(d) g

— N
=N O N
N = O
INGS )

i. Bestdm rank(A).
ii. Bestdm dimensionen av Nul(A).

Loésning:

VAT o

(e) Bestdm en ekvation fér det plan som innehaller punkten (1,2, 1) och dr vinkelridt mot
de bada planen z +y =2 och 2x +y — 2z = 0.

Losning:



1.

(a)

Loésningar MVE480, Linjir algebra , 20170313

Vi utvecklar forst efter 2:a kolonnen och darefter utvecklar vi efter 3: e kolonnen och
far

0
2 _(—2)(—2)‘2 : ‘_4~(18—10)_32.
0

T N W
o N O O
o NN O

S =W N

Vi tar fram inversen till A genom Jacobis metod.

1 0 1 100 1 0 1100 101 -2 —2 —1
-1 1 -1 010|~]0 1 0110|~l010 1 1 0
-1 -2 0 0 0 1 0 -2 1101 001 3 2 1
sa
-2 -2 -1
A= 1 1 0
3 2 1

Vi vet att om det(A) = 0 sa #r kolonvektorerna i A linjirt beroende vilket innebér
att de tre vektorerna ligger i samma plan.

1 2 1
01 —2|=1|F *l-2[% 2|12 M= 3a-8=0
2 a 3 3 2
3 2 a
daa=—-=.
aa 3
Vi borjar med att radreducera matrisen A.
1 21 2 12 1 2 12 1 2 1 0 0 1
1 0 01 0 -2 -1 -1 0 -2 -1 -1 0 -2 -1 1
2 21 4 0 -2 -1 0 0O 0 0 1 0 0 0 1
1 4 2 4 0o 2 1 2 0o 0 0 1 0 0 0 O

Vi har pivotkolonner i kolonn 1,2,4 vilket innebér att Kolonn 1,2,4 i matrisen A
bildar en bas och dim Col(A)=3.

dim Nul(A)+dim Col(A)=n,(n=4), sa dim Nul(A)=1.

Normalvektorer till de bada givna planen dr n; = (1,1,0) och ny = (2,1, —1). Bada
dessa vektorer &r parallella med det sokta planet. Om vi nu tar n; X no far vi en

vektor som dr vinkelrdt mot bada dessa vektorer, som da dr en normalvektor till det
sokta planet.

— = G

i
n=n; xny=_1
2

Insdttning i planets ekvation ger

—1lz—-1)+1(y—2)+1(»—1)=0 & z—-y+z=0.



2. (a) Systemets totalmatris 6verfors till reducerad trappstegsform..

1 -1 -1 2 1 -1 -1 2 1 0 -2 4
2 -1 36|~|0 1 -1 2|~]01 -1 2
1 0 -2 4 0 1 -1 2 00 0 O

Kolonn 1 och 2 &r pivotkolonner vilket betyder att x1 och xo &r bundna variabler. x3
ar en fri variabel.

1 =4+ 2t, To =2+ t, xr3 =1

(b) Tag t.ex. t =1 i 16sningen ovan och vi har da att

2 1 -1 -1
6 | =62 |+2| -1 ]|+1] =3
4 1 0 —2

(c) Nej, i sa fall skulle systemet i a) haft entydig l6sning.
3. (a) Se boken.

(b) Matrisen A har tva olika egenvirden och &r dédrmed enligt sats diagonaliserbar med
A=PDP! dar

N R RN Ty

och vi far da

a2 -1][ro][-2 -1 "ro -2
! 0 2 11 1 3
4. (a)
11 1 1
Tx)=]1 1 -1 xy | = Ax
1 -1 -1 || a3
sa,
11 1
A=|1 1 -1
1 -1 -1
(b)

e — —e; — —e1
€ — —€ey — —e€gy .
e; — es — —e3

Standarmatrisen for den linjéra avbildning som forst roterar och sedan speglar ar da



5. (a) Se boken.

(b) Vi tillimpar Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocedur.

1
1
Vi = 0
0
1
. u2 - Vi . 1 —1
V2—112—V1 V1 1_5 —2
0
1
ug - Vvi us - Vo 1 -1
V3 = u3z — Vi — Vo = —
ViV V9 - V9 3 1
-3
En ortogonal bas &r t.ex.
1 1 1
1 -1 -1
iZlo | 27| 1
0 0 -3

6. (a) Sant. Matrisen A kan maximalt ha ett pivotelemnt per rad, vilket innebér maximalt m
pivotkolonner. Alltsa finns minst n —m > 0 fria variabler. Fria variabler ger odndligt
manga 16sningar.

11 11 .

(b) Falskt. Med A = 11 och B = 00 har vi att A ~ B | men
det(A — AI) = A(A —2) och det(B — A\I) = A(1 — \)
och vi ser att egenvirdena &r olika.

(c) Avbildningen T : R™ — R™ &r surjektiv om och endast om kolonnerna i A spénner
upp R™ (sats.1.9.12). I vart fall har vi pivotelemnt i varje rad vilket innebér att kolon-
nerna i A spinner upp R?(sats1.4.4), vilket da enligt sats ovan séiger att avbildningen
ar surjektiv.

7. (a) Viser att vi-vy =0, sa vi och vy ér ortogonala mot varandra. Darfor ger T'(x) den
ortogonala projektionen av vektorn x pa planet som spanns upp av vy och va.

(b) Vektorerna vi och vy &r egenvektorer till avbildningen 7" som hor till egenvirdet 1.
En normal till planet &r en egenvektor med tillhérande egenvérde O.
Om 8 = {v1,va,n}, sa dr [ en bas av T :s egenvektorer och T :s avbildningsmatris

1 00
respektive denna bas dr [T]g= | 0 1 0
0 00
(¢) T :savbildningsmatris respektive standardbasen e = {ej, ez, e} &r [T]. = [ T(e1) T(e2) T(es) |.
X -V X V) .
Ur T(x) = Vi + vy fas
V1V V9o Vo
1
T(el) = = 0
0
1 0
-~ 1 -
1
T(eg) = = 5 1 5
-~ 1 -
1 0 0
Tl.=|0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

8. Se boken, sats 2.2.5.



