MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 170608 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Johan Bjorklund
5325

MVEA480 Linjir algebra

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2017
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kridvs dessutom 35 resp. 45 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 8 poing pa del 2.

Losningar liggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

2. (a) Bestam skaldren p i matrisen

1 1 -1
A=|1 -3 2
1 9 »p

sa att ekvationssystemet Ax = 0 har icke-trivial 16sning.

(b) Lat p = 0 i matrisen A. Los med hjilp av Cramers regel x3 ur ekvationssystemet

I —1
A i) = 0
T3 4

3. Lat matrisen A = [ g 2 ]

(a) Bestdm samtliga egenvirden och egenvektorer till A.

(b) Bestdm en formel for AF.

4. Berikna (med minsta kvadratmetoden) en approximativ losning till ekvationssystemet

2.%'1—1'2:2
.’E1*I‘2:*4
201+ 229 =06

Berdkna ocksa medelfelet.
Obs! Om x &r minsta kvadratlosningen till Ax = y och n &r antalet métdata, sa &r
medelfelet € = ||AX — y||//n.

1 2 4
. 1 1 3 B ..
5. Lat A = 0 13| Bestdm en ortogonalbas f6r Col(A).
1 2 8

(4p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Alla plan i R? dr underrum till R3.
(b) Produkten av tva ortogonala matriser &r en ortogonal matris.

(c) Nul(AT) #r lika med ortogonala komplementet till Nul(A).

7. Lat F : R? — R? vara en linjéra avbildning med standardmatrisen A = 5

Visa att F' dr en spegling i nagon linje genom origo. Finn dven denna linje.

8. Bevisa att om A = PBP~! sa har A och B samma egenvirden.

3
4

]

Lycka till!
Jonny L

(5p)

(4p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng

MVE480 Linjar algebra 170608 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

O 12 23
(au)LatA—[3 2}ochB—{3 1}. (3p)
Los matrisekvationen X = BX + A
Losning:
S 7 1 PP
(b) Lat a och b vara tva vektorer i R? som uppfyller villkoren a-b= 5 och axb= (3,0, 4).
Bestdam vinkeln mellan de bada vektorerna a och b. (3p)
Losning:
I 2 PP

(c) Bestim volymen av parallellepipeden som spénns upp av vektorerna vy = [0 2 3|7, (2p)

vo=[5 2 2T ochvyg=1[3 2 1]TiR3.

Loésning:

VAND!



(d) Lat T : R? — R? vara den linjéra avbildning som uppfyller
3 -1
aHE R
1 -2
=03

Bestdam matrisen for T' (i standardbas) samt 7' { _51 ] .

Loésning:

I 7

(e) En rit linje gar genom punkten (1,2,3) och dr vinkelrdt mot planet med ekvationen
x — 3y + z = 0. Bestdm linjens ekvationer, bade i parameterform och i parameterfri
form.

Lo6sning:

(4p)



(a)

Loésningar MVE480, Linjir algebra , 20170608

X=BX+AsIX-BX=A« (I-B)X=A« (I-B)'{(I-B)=(I-B) 'A<
X=(I-B)'A

[ -1 =3] . 1] 0 =3
I—B—[_3 O_ochv1far(I—B) —9[_3 1]
Sa
v 1[0 =3][1 2]_1[-9 -6

9 -3 1 ||3 2 91 0 —4
Vi har att

a-b =|a||b| cos @ och att |a x b| = |a||b|sin 6.
Loser vi ut cosf och sin @ i formlerna ovan far vi
sinf |axb|] V32402 + 42

pu— p— p— 1
cosf a-b 5
Sa

tanf = 1, vilket ger att 0 = %

Vi far volymen genom att beréikna foéljande determinant.

0 5 3
222:02_2 —522—1—322:20—6:14.
N 2 1 3 1 3 2

Kalla T : s matris for Ap. De tva givna ekvationerna kan slas ihop till en matrisekva-

[ [

Slutligen har vi

1 -2

=) - 31
3}$AT_[ 13

AT[ 13

-1 1{-1 -5 -1 -3
3=l RE
En normalvektor till planet &r (1, —3,1). Eftersom den sokata linjen &r vinkelrdt mot

planet har vi att en riktningsvektor till linjen &r (1, —3,1). Linjen pa parameterform
blir da

r=14+t,y=2—-3t,z=3+1

och pa parameterfri form



2.

(a)

Upprepade radoperationer ger

1 1 -1
A~ 1|0 —4 3
0 0 p+7

Att Ax = 0 har icke-trivial 16sning ar ekvivalent med att det inte finns pivotelement

i varje rad. Vi ser att detta géller endast fér p = —7.

Vi har
1 1 -1
1 -3 0
1 9 4 —28
1 1 -1 —28
1 -3 2
1 9 0

Egenvirden #r 16sningar till karakteristiska ekvationen: det(A — AI) = 0.

9—-2A 2

det(A—)\I):’ 9 62\

Vi soker egenvektorn tillhérande egenviardena. A; = 5.

4 9 2 1
A_MIZ:[Q 1]”[0 0]'

Vi har att x1 dr en bunden variabel och xo dr en fri variabel, vilket ger
T | T2 — 1
Tz | | =2ze | T | -2

1
och dédrmed har vi att vi = [ 9 ] dr en egenvektor.

A2 = 10.
-1 2 1 -2
A_AZI2_[2 —4]N{0 0]'

Vi har att x1 dr en bunden variabel och xo &r en fri variabel, vilket ger
RN
= = [L‘Q
T2 T2 1

och dédrmed har vi att vo = ] dr en egenvektor.

1
AF = PDFP~1 dar

P=[wv V2]:[_12f: och D:[)‘l 0}:[

och vi far da

-1
v [ 1 2][5 o0 1 2 I A I B w4 2
A _[—2 1o wr || 21] =50 |2 4 [TV ]2

‘ = A2 — 15\ 4 50 = 0 ger egenviirdena 5 och 10.



. Minsta-kvadratmetodens 16sning till Ax =y &r 16sningen till A7 Ax = ATy.

Sa
16 -17[12] 22
o (AT g\—1 4T« _ L _ 2
X=A4) Ay_53{—1 9 ][14] 53[56]'
1
Medefelet € = ||Ax — =..=——=11022 + 1582 4 322
A%~ /i = = L

. Kalla kolumnerna for uj,us, ug Vi byter ut dem mot tre ortogonala vektorer vi, vo, vs
via Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocedur.

1
-1
Vi =1u; = 0
1
2 1 1
V2:u2—u2.V1V1: 1 _§ -1 _ 2
Vi-Vi 1 3 0 1
2 1 1
4 1 1 -2
V3:U3—u3.V1V1—u3'V2V2: 3 _9 —1 _E 2 _ 0
V1-Vi1 V9 - V9 3 3 0 7 1 0
8 1 1 2

(a) Falskt. Plan som inte gar genom origo #r inte underrum eftersom nollvektorn inte
ingar da.
(b) Sant. (AB)T(AB) = BTATAB = BTIB=B"B =1.

(c) Falskt. Om A inte #r kvadratisk ligger de inte ens i samma R”. Om t.ex. A dr en
3 x 5 matris sa dr Nul(A”) en del av R? medan ortogonala komplementet till Nul(A)
ar en del av RS,

. For att visa att F' &r en spegling skall man bevisa att F' (eller respektive matrisen) har tva
ortogonala egenvektorer med —1 och 1 som egenvirden. Den karakteristiska ekvationen
for A &r

3 -5 4 1

1

(3=5M)(=3-5))—16)=1-X2=0

da A1 =1 och Ay = —1.

Eftersom matrisen &r symmetrisk blir respektive egenvektorer ortogonala mot varandra.
Detta visar att F' ar en spegling.

For att bestdmma linjen som F' speglar i, skall man bestdmma en egenvektor tillhérande
egenviirdet A = 1. Den &r 16sning till ekvationen (A — I3)x = 0. Vi kan konstantera att

2 < .
vy = { 1 } ar en egenvektor till A = 1. Den sokta linjen gar alltsa genom 0 och har

2
riktningsvektor [

_ 1
1 }, d.v.s. linjen y = iw

. Se boken, sats 5.2.4.



