MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-10-25 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Klas Modin

0708 456479

MVE500, TKSAM-2

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkant kravs 25 podng pa del 1. For betyget 4 krivs 35 poéng totalt, varav minst 6 poing pa del 2. For
betyget 5 kravs 45 poéng totalt, varav minst 8 poéng pa del 2. Varje godkand dugga ger 2 bonuspoéng till del 1.
Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok.

Del 1 (godkintniva)

1. Avgor om foljande serier dr konvergenta eller divergenta (motivering krivs). Om konver-
gent, berdkna summan.

@y ODIE— (© 32

n=1 n=1

Lésning: (a) a, = n(n +2)/(n + 3)2. Lat b, = n%/(n + 3)%. Da giller a,, > b,,. Dessutom

A b = I G e

=1#0.

Alltsa &r serien divergent.

(b) cosnm &r —1 om n &r udda och 1 om n &r jdmn. Alltsa, cosnm = (—1)", vilket ger den

geometriska serien
=1\t
>5(s)

Hér &r r = —1/3 och a = —1/3. Eftersom |r| < 1 sa &r serien konvergent. Summan ges av
S=a/(l1—7r)=(-1/3)/(1+1/3) = —1/4.

(c) Potenslagarna ger

23—3n . 3271—2 — 233—2(2—3)71(32)71 — § 9 "
9 .

>5()

n=2

Vi har alltsa en geometrisk serie

Eftersom r = 9/8 > 1 sa #r serien divergent.

1
2. (a) Hitta Maclaurinserien till funktionen f(z) = 1 .
—x

(b) Bestdm konvergensradien f6r Maclaurinserien ovan.
Lésning: (a) Maclaurinserien till f(x) ges av

> r(n)(Q .
S0,

n!
n=0



f@ = o FO=qo PO g > Y0 =
Alltsa, f™(0) = n!, vilket ger serien

i x".

n=0
(b) Termerna i serien ges av a,, = ™. Kvotkriteriet ger |a,11/an| = |2" /2| = |z|. For

konvergens krivs alltsa |z| < 1 vilket betyder att konvgergensradien &r 1.

. (a) Hitta den linjéra approximationen till f(z,y) = (z +1)* + ¢®y — 4 i punkten (0, 2).
(b) Best#im en ekvation for tangentplanet till nivaytan 22+ 2y%+22% = 5 i punkten (1,1, 1).
Lésning: (a) Den linjira approximationen i punkten (0,2) ges av

L(z,y) = £(0,2) + f2(0,2)x + £,(0,2)(y — 2).
Vi har £(0,2) = —1, £,(0,2) =2+2=4, £,(0,2) =1—2-2 = —3. Alltsa,

L(z,y) = —-1+42+ —3(y — 2) =4 — 3y + 5.
(b) Lat z = f(z,y). Implicit differentiering ger da

2v +4ffr =0, dy+4ff, =0.

Alltsa, f, = —x/(2f) och f, = —y/f. Eftersom f(1,1) =z =1 far vi f;(1,1) = —1/2 och
fy(1,1) = —1. Tangentplanet ges ddrmed av

1
z—lz—i(x—l)—l(y—l) < r+2y+22=5

. Positionen av en partikel vid tidpunkten ¢ beskrivs av r(t) = (2 cos 7t, sin 7t).
(a) Skissa kurvan som partikeln foljer for 0 <t < 2.
(b) Bestdm partikelns fart da ¢t = 1.

(c) Skriv ner ett uttryck for strickan partikeln fardas fran ¢t = 0 till £ = 1. (Du behover ¢j
berékna stréckan!)

Lo6sning:

(a)

(3p)

(3

—~~
DO
=

—
[\

=

~—

p)

=



(b) Hastighetsvektorn ges av derivatan. Alltsa v =r'(1) = (—27sin7l, mcoswl) = (0, —m).
Farten &r lingden av hastighetsvektorn, alltsa .

(c) Uttrycket ges av kurvlingden

1 1 1
/ It/ (t)|dt = / V/(=2msint)2? + (m cos t)2 dt = 7r/ V4sin? 7t + cos? it dt
0 0 0

. Hitta och karaktirisera de stationira punkterna till f(x,y) = vy — 23y — 23> som ligger i
forsta kvadranten = > 0, y > 0.
Lo6sning: Stationédr punkt betyder V f(x,y) = 0, vilket ger ekvationssystemet
y—3z2y—y3=0 y(1—32% —4?) =0
3 2 — 2 2
r—2x°—3zy* =0 z(l—2*—=3y“)=0

Alternativen &r:
x =1y =0, ger (0,0)
r=0o0ch1—322—1y%=0, ger (0,£1)
y=0och 1—2%—3y?=0, ger (+1,0)
1—-322—y?>=0o0ch1—2?—3y? =0, ger
1-22-31-322)=0 <= 82 =2 «= z=%41/2, = ¥ =1/4 < y+1/2
vilket ger (£1/2,+1/2).
De stationéra punkter som ligger i forsta kvadranten ar alltsa

(0,0), (0,1), (1,0), (1/2,1/2).

. Lo6s varmeledningsekvationen
U = Ugy 0<z<2, t>0
Ux(07t) = U:B(?at) =0
0 omO0<zx<l1
(xO)—{l oml<z<?2

Losning: Detta &r en homogen virmeledningsekvation med homogena Neumann-villkor.
Variabelseparationsansatsen ger att losningen maste vara pa formen

oo
ag _qn2.2 nmw
:?4- E ane 3"7””4(:057.

Begynnelsevillkoren ger
2 nTT
ap = / cos — dx.
1 2

Alltsa, ag = 1 och for n > 1 géller

2
[sm ”’2”6 2 . .onm
an = — = — | sinnm —sin —
5 nm T 2

1

Losningen ar alltsa

l\D\H

2 > n(nm 2 2 2 nwx
’LL( “ Z / —3n?rm?t/4 COS
7T

Var god vind blad!

(5p)

(6p)



Del 2 (6verbetygsniva)

7. 1 havet skjuter en klippa upp vars héjd 6ver havsnivan som funktion av koordinaterna

(z,y) beskrivs av

2z +y) 3*+y?) ay
-1 _ _
h@, y) =100 + = 100 50

En expedition ska bestiga toppen av klippan.

(a) Var bor expeditionen landstiga om de vill starta sa niira toppen som mdjligt? Redogor
for 1osningsgang och still upp ekvationer, men de behdver ej 16sas.

(b) Var bor expeditionen landstiga om de vill starta dér lutningen &dr sa liten som mojligt?
Redogor for 16sningsgang och stéll upp ekvationer, men de behover ej 1osas.

(Tips: strandkanten ges av nivakurvan h(x,y) = 0.)

Lésning: (a) Eftersom toppen maste vara en stationér punkt uppfyller den Vh(z,y) = 0.
Ger ekvationssystemet

3T +y

— =0
10
x4+ 3y

2 — =0
10

Det finns en l6sning: (5, 5). Koordinaterna for toppen ér alltsa t = (5, 5).

Strandkanten ges av h(z,y) = 0. Vi vill alltsa hitta det kortaste avstandet till toppen t
under bivillkoret A(x,y) = 0. Vi vill alltsa minimera t.ex. funktionen

fla,y) = l(z,y) —t|* = (x = 5)° + (y = 5)?

under bivillkoret h(z,y) = 0. Lagrange multiplikatormetoden ger ekvationssystemet

gr—10= ) (23 tY
5 50
2 z+3y
2% —10=\ (2
Y (5 50 >
20 +y)  3(?+1y?) awy
-1 _ Y
0 00+ 5 100 50

Om man far flera 16sningar (vilket &r fallet hér), undersoker man vilken l6sning som ger
det minsta virdet pa f(x,y).

(b) Detta problemet dr snartlikt det foérsta, men istéllet for att minimera avstandet till
toppen vill vi minimiera strandlutningen. Denna ges av gradienten lingden av h(z,y).
Alltsa, vi vill minimiera t.ex. funktionen

2 3z+4y 2 2 x+3y 2
f(z,y) = |Vh(z,y)| (5 50 ) T (5 50 )

under bivillkoret h(z,y) = 0. Detta gors med Lagrange multiplikatormetoden, genom att
stéilla upp ekvationen V f(x,y) = AVh(z,y). Ger ekvationssystemet

3 (2 3Bx+y\ 1/2 x+43y 1\ 2 3z+y
50 \ 5 50 51\5 50 B 5 50

1 /2 3z+y 3(2 =x+3y 1\ 2 43y
50 \ 5 50 5\5 50 7 \5 50

2 +y) 3@ +y}) wy
5 100 50

0

(3p)

(3p)



Om man far flera 16sningar (vilket &r fallet hér), underséker man vilken lésning som ger
det minsta virdet pa f(x,y).

. Berdkna summan av serien

i (_1)n+1
2
n=1 n

genom anvindning av cosinusserien till funktionen

f(x) =z(r — x), 0<z<m.

Losning:

Cosinuserien till f(x) ges av

2 & (—)mH - e
7;+22( )4n2 Cosnng—zﬁcos2nx.
n=1 n=1
Valj z = /2, vilket ger

2 & n+1

T T (—1)

2 = — = —
S =T =+

Alltsa

. En stav av lingd 1 (enhet m) har en initial temperaturférdelningen (i °C) som ges av
10 4+ 10cos 7z, for 0 < x < 1. Formulera och 16s varmeledningsekvationen fér staven, om
temperaturen hélls konstant 20°C vid = 0 och 0°C vid x = 1. Varmeledningskoefficienten
for staven #r 3 (enhet m?2/s).

Lo6sning: Virmeledningsekvationen ges av

U = 3UyT, 0<z<1, t>0
u(0,t) =20, wu(l,t)=0
u(z,0) =10 + 10 cos

Ekvationen ar icke-homogen péa grund av det icke-homogena Dirichletvillkoret. Ansétt
alltsa en l6sning pa formen u(zx,t) = v(z,t) + s(z). Detta ger

v = vz + 35",

For att v(z,t) ska uppfylla virmeledningsekvationen krivs att 3s”(z) = 0. Dessutom ska
s(z) uppfylla randvillkoren s(0) = 20 och s(1) = 0. Detta ger

s(z) =20 — 20z.

v(z,t) uppfyller dirmed homogena Dirichletproblem. Dessutom far vi fran begynnelsevill-
koret att

v(z,0) + s(z) =10+ 10cosmxr <= v(x,0) = 10(cosmx — 1 + 2z).

(5p)

(5p)



Variabelseparation ger nu att v(x,t) &r pa formen

[ee]
v(z,t) = Z bye 3T sin(nmz).

n=1
Begynnelsevillkoret for v ger

1 1
by, = 2/ 10(cos mx — 1 + 2x) sin(nwx) dx = 10/ (2cosma sinnmx — 2sinnrx + 4x sinnnx) dz
0 0

1
= 10/ (sin(nmx — 7x) + sin(nrx + mx) — 2sinnmx + 4 sinnnz)dr = . ..
0

0 omn=1

s, ommn> 1
Alltsa,
20 o= 1+ (=1)" 559, .
v(z,t) = — Z 5 ¢ sinnmx
n=2
vilket ger
20 =1+ (=)™ 520
1) =20—-20z + — Y ——te T g
u(z,t) a:—l—wnzz e a— sin nwx

Lycka till!
Klas M



Formelblad MVE500, HT-2016

Trigonometri
. . 1
cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny cosT oSy = 5 (cos(z — y) + cos(z + y))
. . . : : 1
sin(r +y) =sinx cosy + cosrsiny sinzsiny = 5 (cos(x — y) — cos(z + y))
t t 1
tan(x 4+ y) = m sinxcosy = 5 (sin(x — y) + sin(x + y))
Integraler
wa—{-l 1
/x“d:p = +C, a#-1 /dx =ln|z|+C
a+1 x
/sinxdm =—cosx+C /cosxdm =sinx + C
1 1
s—dr =tanx+C ——dr =-—cotx+C
cos?x sin® x
aa)
/exdaﬁ =e"+C /axdx =—+4C
Ina
1 1 x f(x)
/Md{x :Ea.rctana‘i‘c, a7§0 /f(gj) de' :ln’f(ﬂ?)’+c
1 1
/mdx:arcsin\j&—ka a>0 /\/a—xde:2x a—xQ—I—%arcsin%%—C, a>0

1 1
/mdx—lnx+\/x2+a\+0, a#0 /\/a+x2dx—2(x\/a+x2—|—aln]x+\/x2+a]>+C
a+z

Maclaurinutvecklingar

- x x

e :kzog =1+x+§+§+..

cosx:ki;o(—l)k(;:;! —1—ZT+§ ::;:4-
(1+m)a:§(z>xk :1+ax+a(a2!_1)+... |z| < 1, <2>:a(a_k(1]i‘_”1()a_if+1)
1n(1+$):§(—1)k_1l: :x—f—i—f—gf-i-... -1<z<1
arctanx—i(—l)k_lgjc__ll —:U—a;—i—x;—l;—i—... lz] <1

k=1



Fourierserier

Jamn funktion f(z) = f(—x)
Udda funktion f(z) = —f(—x)

Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(z) ges av

1 oo
§a0 + Z ay, COS ? + by, sin nz:r
n=1
dir Fourierkoefficienterna ges av
I I
an:L/Lf(a;)cosnzxda: bn:L/Lf(a:)sinnzxdx

Den komplex Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(z) ges av

0o
E Cnemmz:/L

n=—0oo

dér de komplexa Fourierkoefficienterna ges av

_1/L f( ) —inﬂ':c/Ld
Y » z)e T

Sinusserien av f(z) definierad pa intervallet x € [0, L] ges av

9 L
ansin?, bn:L/O f(:c)sinnLﬂdx

Cosinusserien av f(z) definierad pa intervallet z € [0, L] ges av

1 > nwx 2 [f nmwT
2G0+;ancosL, an:L/O f(x)cosde

Parsevals identitet for en 2L-periodisk funktion f(z)

1 L 2 1 2 S 2 2
7 [ @R o = ool + 3 lanf + b
- n=1




