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Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint kriavs 25 poing pa del 1. For betyget 4 krivs 35 poing totalt, varav minst 6 podng pa del 2. For
betyget 5 kridvs 45 poing totalt, varav minst 8 poéng pa del 2. Varje godkind dugga ger 2 bonuspoéng till del 1.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok.

Del 1 (godkéntniva)

1. Avgor om talfoljderna (sekvenserna) aq, ag, as, ... ar konvergenta eller divergenta (fullstéin-
dig motivering krivs).
(a) an = V2130 (b) an = GG (¢) ar =1 —4_ for n > 1
a) an = an_n3+2n2+1 c)ar =1, apy1 = a, forn >

Svar: (a) Konvergent
(b) Divergent
(c) Divergent

2. (a) Hitta Taylorserien till funktionen f(z) = y/z i punkten x = 16.
(b) Bestdm konvergensradien fér Taylorserien ovan.

Svar: (a) Gor variabelsubstitutionen x = 16 + 16y. Da géller

e (12) = (1/2) (@ —16)"
(b) Villkoret &r |y| <1 <= |z — 16| < 16. Konvergensradien &r alltsa 16.

3. (a) Bestédm ldngden av kurvan r(t) = (cost,sint,Incost) for 0 < ¢ < /4.
(b) Bestdm krokningen av kurvan r(t) = (e’ cost, e’ sint,t) i punkten (1,0,0).

Svar: (a) r'(t) = (—sint,cost, — tant). Alltsa, lingden &r
w/4 1
/ V1+tan?tdt = 51n(3 +2V/2).
0

(b) v”(t) = (—cost,—sint,—1/cost). (1,0,0) svarar mot ¢ = 0. Krokningen ges dirmed
av

() x (0)
0= o)p

= ’<07170> X <_17O7_1>’ = \/i
4. Lat f(x,y) =23 — 9.

(a) Skissa nivakurvor till f for -1 <z <1, -1 <y <1.

(b) Bestdm tangentplanet till f i punkten (1/2,0).

(6p)

(3p)
(3p)



Svar:

(a)

1.0+

0.5+

0.0+

-1.0p, 1 1 1 ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(b) f2(1/2,0) = 3/4 och f,(1/2,0) = —1. Dessutom f(1/2,0) = 1/8. Planet ges dérmed
av

z2=3/4(x—1/2) —y+1/8

. Hitta och karaktirisera de stationdira punkterna till f(z,y) = 3 — 122y + 8y°.

Svar: Det finns tva stationéra punkter: (0,0) och (2, 1). Den forsta &r en sadelpunkt. Den
andra dr ett lokalt minimum.

. Los varmeledningsekvationen

Ut = Ugy 0<x<1, t2>20
uw(0,t) =u(l,t) =0

u(z,0) = 2sina + sin 37z

Svar: Detta dr en homogen virmeledningsekvation med homogena Dirichlet-villkor. Vari-
abelseparationsansatsen ger att 16sningen maste vara pa formen

o0
u(z,t) = Z bpe "™t sin nra.
n=1
Begynnelsevillkoren ger ddrmed direkt 16sningen
u(z,t) = 2¢ ™t sinra + e 9" ! sin 37z

Var god vénd blad!

(5p)



Del 2 (6verbetygsniva)

7. En rektangulir 1ada utan lock dr konstruerad av 4 m? plywood.

(a) Vilken &r den storsta mojliga volymen av ladan?
(b) Vilka dimensioner (lingd, héjd, bredd) har ladan med den stérsta mojliga volymen?

Svar: Se snarlikt exempel i kursboken.

. Du ska bestiga ett berg vars hojd i meter beskrivs av
h(z,y) = 1000 — 0.0052% — 0.01y>.
Du star i punkten med x, y—koordinaterna (60, 40). Positiv z-axel pekar at dster. Positiv

y-axel pekar at norr.

(a) Om du bérjar ga i sydlig riktning, gar du da uppat eller nedat? Vad &r lutningen i den
riktningen?

(b) Om du boérjar ga i nordvéstlig riktning, gar du da uppat eller nedat? Vad dr lutningen
i den riktningen?

(c) T vilken riktning dr lutningen som storst?
Svar: (a) Uppat, lutningen &r 0.8
(b) Nedat, lutningen dr —0.28

(c) Riktningen av gradienten i punkten (60, 40), vilken ges av (—0.6, —0.8), alltsa ungefir
syd-syd-vést.

. En stav av lingd 1 (enhet m) har en initial temperaturférdelningen (i °C) som ges av
10(1 — z), for 0 < x < 1. Formulera och 16s vérmeledningsekvationen for staven, om
temperaturen hélls konstant 10°C vid = 0 och 0°C vid x = 1. Varmeledningskoefficienten
for staven #r 1 (enhet m?/s).

Svar: Se snarlikt exempel i Fourieranalyskompendiet.

Lycka till!
Klas M
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Formelblad MVE500, HT-2016

Trigonometri
. . 1
cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny cosT oSy = 5 (cos(z — y) + cos(z + y))
. . . : : 1
sin(r +y) =sinx cosy + cosrsiny sinzsiny = 5 (cos(x — y) — cos(z + y))
t t 1
tan(x 4+ y) = m sinxcosy = 5 (sin(x — y) + sin(x + y))
Integraler
wa—{-l 1
/x“d:p = +C, a#-1 /dx =ln|z|+C
a+1 x
/sinxdm =—cosx+C /cosxdm =sinx + C
1 1
s—dr =tanx+C ——dr =-—cotx+C
cos?x sin® x
aa)
/exdaﬁ =e"+C /axdx =—+4C
Ina
1 1 x f(x)
/Md{x :Ea.rctana‘i‘c, a7§0 /f(gj) de' :ln’f(ﬂ?)’+c
1 1
/mdx:arcsin\j&—ka a>0 /\/a—xde:2x a—xQ—I—%arcsin%%—C, a>0

1 1
/mdx—lnx+\/x2+a\+0, a#0 /\/a+x2dx—2(x\/a+x2—|—aln]x+\/x2+a]>+C
a+z

Maclaurinutvecklingar

- x x

e :kzog =1+x+§+§+..

cosx:ki;o(—l)k(;:;! —1—ZT+§ ::;:4-
(1+m)a:§(z>xk :1+ax+a(a2!_1)+... |z| < 1, <2>:a(a_k(1]i‘_”1()a_if+1)
1n(1+$):§(—1)k_1l: :x—f—i—f—gf-i-... -1<z<1
arctanx—i(—l)k_lgjc__ll —:U—a;—i—x;—l;—i—... lz] <1

k=1



Fourierserier

Jamn funktion f(z) = f(—x)
Udda funktion f(z) = —f(—x)

Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(z) ges av

1 oo
§a0 + Z ay, COS ? + by, sin nz:r
n=1
dir Fourierkoefficienterna ges av
I I
an:L/Lf(a;)cosnzxda: bn:L/Lf(a:)sinnzxdx

Den komplex Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(z) ges av

0o
E Cnemmz:/L

n=—0oo

dér de komplexa Fourierkoefficienterna ges av

_1/L f( ) —inﬂ':c/Ld
Y » z)e T

Sinusserien av f(z) definierad pa intervallet x € [0, L] ges av

9 L
ansin?, bn:L/O f(:c)sinnLﬂdx

Cosinusserien av f(z) definierad pa intervallet z € [0, L] ges av

1 > nwx 2 [f nmwT
2G0+;ancosL, an:L/O f(x)cosde

Parsevals identitet for en 2L-periodisk funktion f(z)

1 L 2 1 2 S 2 2
7 [ @R o = ool + 3 lanf + b
- n=1




