Chalmers tekniska hogskola Datum: 2017-10-28 kl. 08.30-12.30

Tentamen Telefonvakt: Milo Viviani

MVE500, TKSAM-2

Tentan rittas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkant kravs 25 podng pa del 1. For betyget 4 krdvs 35 poidng totalt, varav minst 6 poing pa del 2. For
betyget 5 krédvs 45 poéng totalt, varav minst 8 poéng pa del 2. Varje godkénd dugga ger 1.5 bonuspoéng till del

1. Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok.

Del 1 (godkintniva)

1. Avgor om foljande f6ljd (a) och serier (b) - (c¢) &r divergenta eller konvergenta. Om kon-
vergent, berdkna griansvirde eller summan.
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Losning: (a) Lat a,, = %, da 0 <l|a, —0| = \M| < 2 0 for n — 0. Dérfor

konvergerar féljd till 0.

(b) Lat a,, = \F \/7 och b, \/15 Da a,, > by, for varjen > 1,ochsa ) an > by.
Dérfor &r serien ) a, divergent, eftersom ) b, ar det. (Du kan kontrollera detta med
integreraltestet)

(¢) Anvéndning av egenskaperna hos de exponentiella funktionerna ger:

36\"
22n' 2n  7—2n _ [ 2%
= ()

Detta ger oss en konvergent geometrisk serie pa grund av % < 1. Sa vi far att summan av
serien Ar:
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2. (a) Bestédm Maclaurinpolynomet av grad 4 till f(x) = cos(sin(2x)).
(b) Bestdm konvergensradien for Maclaurinserien till f.

Losning: (a) Med hjilp av den kénda formeln for Maclaurinserier av sin(x) och cos(x),
tar vi bara termer upp till grad 4::
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cos(z) ~ 2+24

Lat y(x) := 2z, z(y) =y — ﬁ och P(z) :=1— % + %. Lat oss forst ersétta y i z for att fa

423 443
2(y(z)) = 2z — %=, Ersitt sedan z till P for att fa P(z(y(z))) =1— (233727)2 + (ZIBF)AL.

(6p)

(3p)
(2p)



Paminner om formlerna (a + b)? = a? + 2ab + b%, (a + b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab> + b*
vi far:

<2x - 4§B>2 = (22)% - 2(295)4;33 + (43953>2
och
(233 - 4‘;’3)4 = (22)* + Q(x)

dir Q(x) har hogre grad &n 4. Eftersom den sista termen i den forsta formeln har hogre
grad &n 4, kommer vi inte att 6verviga det i Maclaurin-formeln. Slutligen far vi Maclaurin
polynom av grad 4 for f:

1 43 1
Ty(z) =1— 5 ((2:5)2 - 2(2:E)3> +55 (22)*
1
=1-222+ ?01:4

(b) Konvergensradie for funktioner med Maclaurinserie med konvergensradien R = oo &r
R = oo.

. (a) Bestdm enhetsvektorerna T(t), N(¢), B(¢) (dvs tangent, normal och binormal) fér kur-
van r(t) = (cos(t?),sin(¢?),¢2) for t > 0.

(b) Hitta krokningen i ¢ = 0 och lingden for kurvan r(t) = (t,t,t) for t € [0, 27].
Lésning: (a) Anvinda definitionerna av T(t), N(t), B(t), vi far:

T(t) = \}§<—sin(t2),cos(t2), 1)

N(t) = (— cos(t?), — sin(¢?), 0)

2 sin(t2), — cos(2), 1)

B()=

(b) Eftersom kurvan &r en rak linje, kan vi dra slutsatsen att dess krokning (t) &r konstant
0. Sa k(0) = 0.
Dessutom kan dess ldngd beriknas som avstandet mellan r(27) och r(0), dvs,

e(27) — r(0)] = 27/3.

. (a) Hitta den linjira approximationen av f(z,y) = 2%y + x cos(y?) i punkten (1,0).
(b) Skissa nagra av nivakurvorna till f(x,y) = |z| + |y| for —1 <z <1, -1 <y <1.
Lo6sning:

(a)Den linjira approximationen i punkten (1,0) ges av

L(z,y) = f(1,0) + f=(1,0)(z — 1) + f,(1,0)y.

(3p)
(3p)



Vi har f(1,0) =1, f2(1,0) =1, f,(1,0) = 1. D4,

(b)

L(z,y) =1+ (x—-1)+y=z+y.
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5. Bestim de stationira punkterna till f(z,y) = 2* +y* — 22%y. Anviind andraderivatatestet

for att om mojligt bestdmma deras karaktér.

Lésning: Stationédr punkt betyder V f(x,y) = 0, vilket ger ekvationssystemet:

4o — 4xy =0 z(z® —y) =0
<~
4y — 222 =0 23 — 22 =0

Sa vi far 16sningarna:

00, (=)

For att klassificera dem berdknar vi Hessian matrisen:

1222 — 4y —4dx

For (z,y) = (0,0), far vi H(0,0) = [8 8], sa vi kan inte avgéra nagot med andra deri-
vatkriterier.
42 T4k
For (,y) = (£33, \/3), vihar B (+/5,,/3) = 2| Da 4v2 > 0 och
=43 6

2
42 -6 — <:F4</g> =16v2 >0, sa (:I: {‘/g, \/g) 4r minimum punkter.

(5p)



6. Los vagekvationen:

up(x,t) = ugg(x,t) for 0 <x <4,t>0
u(0,t) =u(4,t) =0 fort >0

u(z,0) = sin(§z) for 0 <z <4
ug(2,0) = cos(§z) for 0 <z <4

Losning: Vagekvationen dr homogen med Dirichlet-villkor. Fran teori vet vi att l6sningen
har foéljande form:

o
nmt nmt nmx
u(z,t) = Z <an cos TW + by, sin :) sin %

n=1

Begynnelse vilkoren ger a,, och b, for alla n > 1:

1 /. . nmx
anp = — sin —x sin —— dx.
0

2 4 4
och
9 4
b, = — cos E:v sinwd:c.
nw Jo 4

Integralerna ger a; = 1, a, =0 fér n > 2 och by =0, b, = %(;1)# for n > 2.

Var god vind blad!

(6p)



Del 2 (6verbetygsniva)

7. Bland alla cylindrar (rét cirkuldr) vars totala begrénsningsyta (mantelytan och de tva

basytorna) har arean S, bestdm volymen V av den cylinder med maximal volym.

b

h

Losning: Lat x = r radien pa cylindern och y = h sin héjden. Funktionen att maximera,
dvs volymen av cylindern, ges av funktionen f(z,y) = nz?y, medan bivillkor ges av ytan
g(z,y) = 2nzy + 2722 — S =0, for x > 0,y > 0. Med hjilp av Lagrange-multiplikatorerna
far vi systemet:

2y = A2y + 47x)
nx? = 2\
2mxy + 2ma? = S

Fran den forsta ekvationen, far vi A = /2, vars substituerade i den forsta ger y = 2x. Dér-

for erhalls den storsta volymen nér hojden sammanfaller med diametern. Efter erséttning
i den sista ekvationen (begrénsningen), far vi:

x \/ 61 Vmax 7r<67r>

. Avgdr om foljande serie dr konvergent eller divergent. Om konvergent, berdkna summan.
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L6sning:

1 1
Lat a, = — — — och Sy = 27]:[:1 an for alla N > 1. Vi har, for varje n > 1,
n

an + a = —= — Sa, for alla > 1, har via “+a +a =
* ) n - ) 1
n n+1 \/ﬁ /771 5 n n—+1 n+2

Upprepning av denna process, far vi:
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for alla N > 1. Ta gréansvirde for N — oo, och se att serie konvergerar mot 1. [Denna typ
av serie heter telescoperande serie].

(6p)

(5p)



9. Lo6s inhomogena virmeledningsekvationen:

up = Ay, + 24, O<z<l, t>0
u(0,t) = -1, wu(l,t)=1
u(z,0) =2z —1
med inhomogena Dirichlet randvillkor.
Losning: Ekvationen &r icke-homogen pa grund av det icke-homogena Dirichletvillkoret.

Ansiitt alltsa en 16sning pa formen u(z,t) = v(x,t) + s(x). Detta ger

v = dugy + 45" + 24x.

For att v(z,t) ska uppfylla virmeledningsekvationen krivs att s”(z) = —6x. Dessutom ska
s(z) uppfylla randvillkoren s(0) = —1 och s(1) = 1. Detta ger

s(x) = —a + 3z — 1.

v(z,t) uppfyller ddirmed det homogena Dirichletproblemet. Dessutom far vi fran begyn-
nelsevillkoret att

v = QUsy, O<z<l, t>0
v(0,t) =0, w(l,t)=0
v(x,0)=2r—1—(—2*+3z—-1) =23 -2

Variabelseparation ger nu att v(x,t) dr pa formen
[ee]
2.2
v(z,t) = Z bpe " sin(nrx).

n=1

Begynnelsevillkoret for v ger

! 12(—1)"
by, = 2/ (23 — x) sin(nrx)dr = 121"
0 (nmr)?
Alltsa,
12 - (_1)71 —An?x2¢ .
v(x,t) = s > e sin(nmzx),
vilket ger

12 o= (—1)"

u(z,t) = —a3 + 3z — 1+ - g ( 3) e dnn?t sin(nmx)
s n

n=1

Lycka till!
Milo

(5p)



Formelblad MVE500, HT-2016

Trigonometri
. . 1
cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny cosT oSy = 5 (cos(z — y) + cos(z + y))
. . . : : 1
sin(r +y) =sinx cosy + cosrsiny sinzsiny = 5 (cos(x — y) — cos(z + y))
t t 1
tan(x 4+ y) = m sinxcosy = 5 (sin(x — y) + sin(x + y))
Integraler
wa—{-l 1
/x“d:p = +C, a#-1 /dx =ln|z|+C
a+1 x
/sinxdm =—cosx+C /cosxdm =sinx + C
1 1
s—dr =tanx+C ——dr =-—cotx+C
cos?x sin® x
aa)
/exdaﬁ =e"+C /axdx =—+4C
Ina
1 1 x f(x)
/Md{x :Ea.rctana‘i‘c, a7§0 /f(gj) de' :ln’f(ﬂ?)’+c
1 1
/mdx:arcsin\j&—ka a>0 /\/a—xde:2x a—xQ—I—%arcsin%%—C, a>0

1 1
/mdx—lnx+\/x2+a\+0, a#0 /\/a+x2dx—2(x\/a+x2—|—aln]x+\/x2+a]>+C
a+z

Maclaurinutvecklingar

- x x

e :kzog =1+x+§+§+..

cosx:ki;o(—l)k(;:;! —1—ZT+§ ::;:4-
(1+m)a:§(z>xk :1+ax+a(a2!_1)+... |z| < 1, <2>:a(a_k(1]i‘_”1()a_if+1)
1n(1+$):§(—1)k_1l: :x—f—i—f—gf-i-... -1<z<1
arctanx—i(—l)k_lgjc__ll —:U—a;—i—x;—l;—i—... lz] <1

k=1



Fourierserier

Jamn funktion f(z) = f(—x)
Udda funktion f(z) = —f(—x)

Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(z) ges av

1 oo
§a0 + Z ay, COS ? + by, sin nz:r
n=1
dir Fourierkoefficienterna ges av
I I
an:L/Lf(a;)cosnzxda: bn:L/Lf(a:)sinnzxdx

Den komplex Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(z) ges av

0o
E Cnemmz:/L

n=—0oo

dér de komplexa Fourierkoefficienterna ges av

_1/L f( ) —inﬂ':c/Ld
Y » z)e T

Sinusserien av f(z) definierad pa intervallet x € [0, L] ges av

9 L
ansin?, bn:L/O f(:c)sinnLﬂdx

Cosinusserien av f(z) definierad pa intervallet z € [0, L] ges av

1 > nwx 2 [f nmwT
2G0+;ancosL, an:L/O f(x)cosde

Parsevals identitet for en 2L-periodisk funktion f(z)

1 L 2 1 2 S 2 2
7 [ @R o = ool + 3 lanf + b
- n=1




