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Tentan rättas och bedöms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt p̊a placeringlista och samtliga inläm-

nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

För godkänt krävs 25 poäng p̊a del 1. För betyget 4 krävs 35 poäng totalt, varav minst 6 poäng p̊a del 2. För

betyget 5 krävs 45 poäng totalt, varav minst 8 poäng p̊a del 2. Varje godkänd dugga ger 1.5 bonuspoäng till del

1. Lösningar läggs ut p̊a kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok.

Part 1 (godkäntniv̊a)

1. Avgör rigoröst om följande föjld (a)-(b) och serie (c) är divergenta eller konvergenta. (6p)

(a)
{5n3 + 2n2 + 1

n3 − 1

}∞
n=1

(b)
{

sin
( 1

n

)}∞
n=1

(c)
∞∑
n=0

2n · cos(n)

n · 3n

2. (a) Bestäm koefficienter av Maclaurinserie till f(x) = (a+bx)n, för a, b > 0 och n = 1, 2, . . . . (3p)

(b) Bestäm konvergensradien för Maclaurinserien till f . (2p)

3. (a) Hitta längden för kurvan r(t) = 〈 t33 , t
2, 2t〉, för t ∈ [0, 1]. (3p)

(b) Hitta krökningen i t = 1 för samma kurvan. (3p)

4. (a) Hitta den linjära approximationen av f(x, y) = exp

(
x2

y − 1

)
i punkten (1,-1). (3p)

(b) Skissa n̊agra av niv̊akurvorna till f(x, y) = 4x2 + 9y2, för −1 ≤ f(x, y) ≤ 1. (3p)

5. Bestäm de stationära punkterna till f(x, y) = arctan
(
(x2 − 1)y

)
. Använd andraderivata- (5p)

testet för att om möjligt bestämma deras karaktär.

6. Lös värmeledningsekvationen: (6p)
ut(x, t) = 3uxx(x, t) for 0 < x < 1, t > 0
u(0, t) = u(1, t) = 0 for t ≥ 0
u(x, 0) = x(1− x) + sin(πx) for 0 ≤ x ≤ 1

Var god vänd blad!



Part 2 (överbetygsniv̊a)

7. L̊at F = 10 − x2 − y2 − z2 och för varje reella tal a l̊at Ga = 3x + y + z − a. För fast a, (6p)
maximera F med förbeh̊all för villkor Ga = 0.

Detta maximala värde varierar med a, kalla det Va. Ocks̊a, l̊at λa vara Lagrange multipli-
katorn för givet a. Visa med uttryckliga beräkningar att ∂Va

∂a = λa.

8. Bestäm p̊a tv̊a olika sätt Maclaurinpolynomet av ordning 6 till f(x) = sin(x) cos(x). (5p)

9. Lös inhomogena v̊agekvationen:: (5p)
utt = uxx − 1, 0 < x < 1, t > 0
u(0, t) = 0, u(1, t) = 1
u(x, 0) = x
ut(x, 0) = 0

med inhomogena Dirichlet randvillkor.

Lycka till!
Milo
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Trigonometri

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y cosx cos y =
1

2
(cos(x− y) + cos(x+ y))

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y sinx sin y =
1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y))

tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y
sinx cos y =

1

2
(sin(x− y) + sin(x+ y))

Integraler∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C, a 6= −1

∫
1

x
dx = ln |x|+ C∫

sinx dx = − cosx+ C

∫
cosx dx = sinx+ C∫

1

cos2 x
dx = tanx+ C

∫
1

sin2 x
dx = − cotx+ C∫

ex dx = ex + C

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C∫

1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C, a 6= 0

∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C∫

1√
a− x2

dx = arcsin
x√
a

+ C, a > 0

∫ √
a− x2 dx =

1

2
x
√
a− x2 +

a

2
arcsin

x√
a

+ C, a > 0∫
1√

a+ x2
dx = ln |x+

√
x2 + a|+ C, a 6= 0

∫ √
a+ x2 dx =

1

2

(
x
√
a+ x2 + a ln |x+

√
x2 + a|

)
+ C

Maclaurinutvecklingar

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

sinx =
∞∑
k=1

(−1)k−1
x2k−1

(2k − 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk = 1 + αx+

α(α− 1)

2!
+ . . . |x| < 1,

(
α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k(k − 1) . . . 1

ln(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k−1
xk

k
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . − 1 < x ≤ 1

arctanx =
∞∑
k=1

(−1)k−1
x2k−1

2k − 1
= x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . |x| ≤ 1



Fourierserier

Jämn funktion f(x) = f(−x)
Udda funktion f(x) = −f(−x)

Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(x) ges av

1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos
nπx

L
+ bn sin

nπx

L

där Fourierkoefficienterna ges av

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

nπx

L
dx bn =

1

L

∫ L

−L
f(x) sin

nπx

L
dx

Den komplex Fourierserien av en 2L-periodisk funktion f(x) ges av

∞∑
n=−∞

cne
inπx/L

där de komplexa Fourierkoefficienterna ges av

cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/L dx

Sinusserien av f(x) definierad p̊a intervallet x ∈ [0, L] ges av

∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
, bn =

2

L

∫ L

0
f(x) sin

nπx

L
dx

Cosinusserien av f(x) definierad p̊a intervallet x ∈ [0, L] ges av

1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos
nπx

L
, an =

2

L

∫ L

0
f(x) cos

nπx

L
dx

Parsevals identitet för en 2L-periodisk funktion f(x)

1

L

∫ L

−L
|f(x)|2 dx =

1

2
|a0|2 +

∞∑
n=1

|an|2 + |bn|2


