MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-03-17 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Christoffer Standar

031-772 5325

LMAS515¢

Tentan rittas och beddéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2016
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krdvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Punkterna A = (—1,2,0),B = (—1,4,2) och C = (1,4,1) bildar en triangel.

(a) Bestdm vektor-projektionen av E pa E .

0 2
Losning: 1@ =121, 1@ = | 2| ger
2 1

0 2

2112
T AB . AC 2| |1 4420 0
Projg AC = “ ooy AP = ol e

3/2

(b) Bestam triangelns vinkel vid punkten A med hjilp av skaldrprodukt.
Loésning: Lat 6 vara vinkeln vid A. Da é&r AB.AC = ‘zﬁ”z@’ cosf. Vi har

01 [2
AB-AC=|2|-|2| =6,|AB| = VAT 4 =2V2 och |AC| = VI T4+ 1=3. 84
2| |1

0 = arccos <6> = arccos <1> -7
- W2-3) V2) 4

(c) Bestdm triangelns area.
Losning: Triangelns area &r %]ﬁ X @ |.

2§ 2 2
ABxAC=|0 2 2|=|2 2|s-]|9 2|34V 2|52 4
S i R 2 1 2 1 5

Saledes ar triangelns area %|B X A—6>'| =1Vi+16+16=V1+4+4=V9=3.
3. (a) Om A och B #r inverterbara matriser, beskriv (AB)~! uttryckt i A=* och B~!.

Svar: (AB)™! = B~1A~L

(b) Beriikna A~!, B~!, (AB)~! och verifiera att din formel stimmer for matriserna

0 01
A= 1 0 -1 och B=|1 00
010

(2p)

(2p)

(1p)



(4p)

Lo6sning:
1 1 1|10 0 1 1 1]1 00
1 0 —-1/010]| ~ -1 —2[-11 0 ~
1 -1 0001|9919 0 1]1 01|90
- ®+O @+20)
(1 1 0]0 —1 1ool1 1 1 1 1 1
-1 0|1 1 2 ~ |01 -1 -1 =2 |=At=| -1 -1 -2,
0 0 1|1 1 OO0 1|1 0 1 1 0 1
- -®
[0 0 11 0 0 100010 10 0[0 10
10 0[0 10 ~ 001|100 ~ 01 0[0 01
_10001@“@010001@H@001100
[0 1 0 1 1 1 001 1 1 1
=B1'=l00 1], AB=1| 1 0 -1 100|=]0 -1 1
100 -1 -1 0 010 -1 0 -1
1 1 1]100 1 1 1]1 00 1 1 1]1 0 0
0 -1 1|01 0| ~_|0 —11/01 ~ |0 =1 1]0 1 0
10 100190 o 1 0l1 01|90 0 1|1 11
1 1 0]0 -1 -1 100[-1 -1 -2
~ -1 0(-1 0 -1| ~_ 0101 0 1
O-@1g o 101 1 1|99 g01/1 1 1
@-G -®@
-1 -1 -2
Sa (AB)™! = 1 0 1 |.Formeln i (a) uppgiften stimmer ty B~1A™1 =
1 1 1
010 11 1 -1 -1 -2
00 1 -1 -1 -2 |=|1 0 1 |=(AB™"
100 1 0 1 11 1
Definiera vad som menas med en minstakvadratlosning till en ekvation Ax = b. (2p)

Svar: Definitionsméssigt 4r x mistakvadratlosning till Ax = b om |Ax—b| < |Ax—D|
for alla vektorer x.

Anpassa med minsta kvadrat metoden ett andragradspolynom av formen y = a + bt?
till foljande métdata

t|-2 -1 0 1
y| 8 1 23
) (4p)
1 1 4 8
1 3 11 1
Losning: Designmatrisen blir A = 2| = , méitdata y = och
1 t3 10 2
1 3 11 3
parametervektorn x = [ Z ] Minstakvadratlosningen X 16ser normalekvationerna
AT Ax = ATy,
1 4 8
T, |1 1 11 1 1] |4 6 r. |1 111 1| |14
AA_[4101 to| e YT a0 ]2 3]
11 3
4 6 |14 2 3|7 1 3|6 1 316 1 01
6 18136 1 3[6|0«® |2 3|7T|]@20[|0 =3|-5]|]0O+®@ |0 1 g '



Svar: a =1och b=5/3, alltsa y = 1 + %tQ minimerar minstakvadratfelet.
(c) Hur stort blev minstakvadratfelet? (2p)
23 23 — 24 —1
N _ _ 8 1 8§—3 1 5
Losn1ng.x-3[5}gerAx— 3 ochAx—y—g 3_6 =30 3|
8 8—-9 -1

1 —9
3 :

Svar: Minstakvadratfelet blir 2.

)
5. (a) Bestdm for vilka virden pa konstanten a som vektornu = | 2 | dren linjirkombination  (4p)
a
av vektorerna
1 2 -1
Vi = 0 5 Vo = 2 5 V3 = —4
2 -1 8
(b) Ar {vi,vs,v3} linjirt oberoende? Motivera ditt svar. (1p)
Lo6sning: Vektorekvationen x1vy + z9vo + x3vs = u kan skrivas
1 2 1|5 1 2 -1 5 1 2 -1 5
0 2 —412 ~ 0O 1 =2 1 ~ 01 -2 1
2 -1 8 |a @1‘2@ 0 =5 10|a=10] D" 0 0 0 a5
7@

Sa ekvationen har 16sning omm a = 5.
(a) Svar: u ér en linjirkombination av vi, ve och vz omm a = 5.

(b) Trappstegsmatrisen till [v1, v, v3] (vénsterledet ovan) har endast tva pivot-kolonner.
Dérfor finns icke triviala 16sningar till 1vy + zova + x3vs = 0. Alltsa dr {vi, v, vs}

dr linjart beroende.

Del 2: Overbetygsdelen

T allméinhet kan inte podng pa dessa uppgifter riiknas in for att na godkéntgriansen.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Réatt svar utan motivering ger inga po#ng.)

(a) Om A och B dr 2 x 2 matriser sa dr det(A + B) = det(A) + det(B).
0 ] ar ett motexempel ty det A = 0 och

10 0
Svar: Falskt. A = [ 0 0 } och B = [ 0 1
det B =0 men det(A+ B) =det I = 1.

(b) Om A dr en m x n matris s& #r AT A kvadratisk.
Svar: Sant. AT dr n x m matris s& AT A & n x n matris.

(c) For tva vektorer a och b irax b =Db x a.
ax az |= — b1 b2 b3 =—-bxa
az as

Svar: Falskt. a x b =] a;
b1 bz bg aq

(1p)

(1p)

(1p)



(d) For en n x n matris A &r det(2A4) = 2" det(A).
Svar: Sant. Bryt ut en faktor 2 fran varje rad i 2A ger totalt 2" som utbruten faktor.

7. Bestdam avstandet mellan linjen —x 4 2 = %1 =z — 3 och planet x —y 4+ 32z = 1.
r=2—1 -1
Losning: Linjen kan skrivas som ¢ y = —1 +2¢  och har riktning v = | 2 |. Planet
z=3+1 1
1 1 -1
har normal n = | —1 |. Linjen &r vinkelrdt mot normalen ty n-v= | -1 |- | 2 | =
3 3 1

—1 -2+ 3 = 0. Alltsa &r linjen parallell med planet, sa avstandet mellan planet och
vilken punkt som helst pa linjen &r oberoende av vilken punkt vi véljer pa linjen. Vil

T
t.ex. P = (2,-1,3). Lat P = (z,y,2) vara en punkt i planet och lat r = OP = Yy
z
—_— 2 —_—
ochr; =OP; = | =1 |. PP =r; —r. Avstandet mellan P; (eller linjen) och planet &r
3

beloppet den skaldra projektionen av PP; pa normalen

12 1

—> A\
(Comp, PF| = [PTLnl _fnom-renl  J2- (0439 (eoy+3d)] _
n| In| [+1+9

ddr vi anvént att P = (z,y, 2) ligger i planet.
Svar: Avstandet ar +/11.

. Lat F och G vara avbildningar fran R? till R? diir F &r en spegling i ¥y = 2 och G &r en
vridning g moturs.

(a) Bestdm matrisen for den sammansatta avbildningen om man forst vrider och sedan

speglar.
(b) Far man samma resultat om man speglar férst och sedan vrider, d.v.s. kommuterar
avbildningarna?
Lo6sning:
: e : 1 0 [0 1
(a) Spegelbilden & blir § och vice versa. F’ 0 =1 och F 1 =1 |8

F(X):AxmedA:[(l) (1)].;i“vridstillg]ochﬁvridstill—:i‘.G([é]) :[(1)}

och G <[ ? ]) = [ 701 } ger G(x) = Bx med B = [ (1) Bl . Sammanséttning

med vridning forst F(G(x)) = ABx. AB = [ 01 ] [ 0 -1 } — [ L0 ]

1 0 1 0 0 -1
Svar:[(l) _01}

(b) Sammansittning med spegling forst G(F(x)) = BAx. BA = [ (1) _01 } [ (1) (1) } =

0 1
Svar: Nej, avbildningarna kommuterar inte.

[_10]:ﬂw#AB

Hoppas att det gick bral
Thomas Bickdahl

(1p)

(4p)

(3p)

(1p)
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

T + 2y — z = =2
(a) Finn alla 16sningar till ekvationssystemet ¢ —3x — y + 3z = 1
x — 3y — 2z = 3

Losning:

1 2 —-1|-2 1 2 —-1]-2 1 2 10
-3 -1 3 1 ~10 5 0|-5|~]01 O |-1|~|0T1 O
1 -3 —-1| 3 0 -5 0] 5 0 0 0 0

Svar: x=t,y=—1, 2z =t dér ¢t ar en parameter.
(b) Bestam en ekvation for det plan som gar genom punkterna A = (2, —1,0),
B =(1,0,3) och C = (4,-1,1).
-1 2

Losning: Vektorerna zﬁ = 1 och /ﬁ = | 0 | ar ortogonala mot normalen
3 1
n, sa vi kan vilja
T 9y z _ _ 1
n=ABxAC=|-1 1 3|=|* 3la-| P Syl Yso| 7
9 0 1 0 1 2 1 2 0 9

Punkt-normal form f6r planet genom A dr x — 2+ 7(y + 1) — 2z = 0, som kan skrivas

som
Svar: x4+ 7y — 2z = —5.
0 1 1
(¢) Matriserna A= | 1 —2 | och B = [ 11 ] ar givna.
1 1

Los matrisekvationen XB — X = A.
Losning: XB-X =A& X(B-I)=A& X = A(B—1I)"'om (B—1I)"! existerar.

o1 B o 1[0 =17 [o1
pr=[00] wmn-a wor=d [0 9]-[0 1)
0 1 0 1 1 0
X=AB-DI'=|1 -2 [1 0}_ -2 1
1 1 1 1
1 0
Svar: X =| -2 1
1 1
1 3 01
.. . 5 4 3 1
(d) Beriikna determinanten 9 3 0 92
2 2 01

Losning: Utveckla efter tredje kolonnen, radreducera forsta kolonnen och utveckla
efter andra raden.

éigi 1 31 1 3 1 L
=-3[2 3 2(=-3|0 -3 0 |=-3(-3) =9(-1)

2 30 2 5 5 1 0 4 1 0 —1

2 2 0 1

Svar: -9

(4p)

(3p)



