MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Tentamen

Hjilpmedel: inga

Datum: 2017-08-23 kl. 08.30-12.30
Telefonvakt: Sebastian Jobjoérnsson
ankn 5325

Losningsforslag LMA515C & LMAO033B

Tentan riattas och beddéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2017
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krdvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

3 9 1 0 3 4 2
2. Matriserna A = [ 10 } , B=14 2 1 |ochC=| -2 2 ar givna.
2 10 6 —2

(a) Berikna A~! och B!
Losning: det A =2, A~ = % { 0 -2 ]

1 3
1 0 3|1 0 0 10 3|1 00
BI]=4 2 1/010|~]|02 —11|-4 10
2 1 0[/0 0 1 001 —6|-2 01
(10 3 |1 0 0] 10 3]1 0 0
~]101 -6|-201|~l01 -6|-20 1
0 2 —11|—4 1 0 | 00 1]0 1 =2
1 0 0] 1 -3 6 1 -3 6
~1010/-2 6 -11|=B't= 2 6 -—11
00 1|0 1 -2 0o 1 =2

(b) Los matrisekvationen AXB = CO7.
Losning: AXB=C"T & A'AXBB ' = A'C"B~ ' & X = A-1CTB~!.

v | 2 =2 2 1_ |2 -4 6
Svar.X—[ 5 9 O]B —{1 _3 8]‘

3. (a) Forklara vad som menas med en minstakvadratlosning till en ekvation Ax = b.
Svar: Definitionsméssigt dr x mistakvadratlosning till Ax = b om |[Ax—b| < |Ax—b|
for alla vektorer x. Dvs. den vektor som minimerar felet |Ax — b]|.

(b) Anpassa med minsta kvadrat metoden y = a + bt till foljande métdata

-1 0 2 3
y 0 2 3 2
1 1 -1 0
L&sning: Designmatrisen blir A = 1t = Lo , métdatay = 2 och
1 3 1 2 3
| 1t 1 3 2

(4p)

(2p)

(1p)

(4p)
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Svar: a =5/4 och b=1/2, alltsa y = 2 + %t minimerar minstakvadratfelet.

(¢) Hur stort blev approximationsfelet vid ¢ = 27
Lésning: Vid t = 2 ger approximationen y = 9/4 istéllet for métvardet y = 3. Felet

blir saledes 3/4.

4. Punkterna A = (0,1, -2), B =(2,2,-3) och C = (1,3,—1) &r givna.

(a) Bestdm en ekvation for planet som gar genom punkterna A, B och C.

Lo6sning: ﬁ =

X
ﬁx/ﬁ: 2

1

1|, AC

2
-1
y z
1 -1
2 1

. Normalen har samma riktning som

1

3 |, sivikanviljan=1ABxAC = | -1 |.Da

1

planet gar genom punkten A far vi planets ekvation som (x —0)—(y—1)+(2+2) = 0.
Svar: z —y+ 2z = —3.

(b) Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna A, B och C.

1
Lo6sning: Triangeln har area 5\@ X 1@| = %| -1 ||

(c) Bestdm triangelns vinkel vid punkten A.

@fd)_ ) )2
m = arccos (\/6\/6>—3ICCOS 5 _g

Losning: Vinkeln vid A &r arccos (

5. For vilka virden pa parametern a ér kolonnerna i A =

1] 33

1 2

1 a 2
—2 2 a | linjart beroende?
1 1 2

Losning: Matrisen dr kvadratisk sa determinantkriteriet ger att kolonnerna &r linjir

beroende omm 0 = det(A) =

eller a = —4.

-2 2 a

=a’+3a—4=(a—1)(a+4) dvs niira =1

(1p)

(3p)

(2p)

(2p)

(4p)
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Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Om A dr en 3 x 3 matris med kolonnerna a;, as och a3 sadana att 4as = 2a; — 3ag,
sa har ekvationssystemet Ax = 0 odndligt manga l6sningar.

2
Svar: Sant, x =t | —4 | l6ser ekvationen for alla ¢t € R.
-3
(b) Om A, B och C' dr matriser sadana att AB = C och C har tre rader maste B ha tre

rader.
Svar: Falskt, t.ex. kan A vara en 3 x 2 matris, B en 2 x 4 matris och C' en 3 x 4
matris. Da har C' tre rader men B har tva rader.

(c) Om vektorerna u och v ir vinkelrita vektorer i R3 sa &r [u x v| = |v]|[u].
Svar: Sant. Generellt har vi ju x v| = |v||u|sin6, dir 6 &r mellanliggande vinkeln,
men 0 = /2 ger sinf = 1.

. b .
(d) Om a och b #r vektorer i R? sa #r vektorn b — 8P4 sr vinkelrit mot vektorn a

al
1 1
Svar: Falskt. Kvadraten fattas i ndmnaren. T.ex.a=| 1 |, b= | 0 | ger
0 0
a-b
a

7. Berikna minsta avstandet mellan de tva linjerna L; och Lo, dér L &r linjen genom (2,1, 0)

1
parallell med vektorn | 2 | och Ly ges av
1
Losning: Lat P = (2,1,0), P, = (2,1,—1), vi = &+ 2§ + %2 och vo = 32 + 2§ — 2. Da
gar Ly genom P; och ar parallell med vy och Ly gar genom P, och &r parallell med vs.

-2 -1
? :yT:f(qul).

Lat P3 och P, vara punkterna pa L; respektive Lo som ligger nirmast varandra. Da
kommer P3Pj vara vinkelrdt mot bade vi och va, sa den &r parallell med vy x vy. Vekto-
raddition ger Py P, = Py P;+ P3P, + P, P,. Vektorerna Py P3 och Py Ps &r parallella med v
respektive vo, sa de dr bada vinkelrdta mot vy X vo. Alltsa &r P3Py projektionen av P Py
pa vi X va. Det sokta avstandet ar

—_—
|P1P2 . (Vl X VQ)‘

e
s=|PsPy| =
|V1XV2‘
—
Vi berdknar darfor Py P, = —Z och
Ty Zz
vixvo=|1 2 1 [=|2 Vst by Y 2 g pag—as

3 9 1 2 -1 3 -1 3 2

—
Vi far P P; - (vi X va) = 4 och |v1 X vo| = 41/3, s& minsta avstandet mellan linjerna &r
S =

-

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(4p)



8. Betrakta tva avbildningar F : R? — R3 och G : R?* — R? som ges av

F(l‘l, l‘Q) = (.1‘1 + 29,221 — $2,$2), G(wl,l‘z,x:;) = (2.%1 + 2x9 — 223,221 — X2 + .1‘3).

(a)

Bestdm matrisen for de sammansatta avbildningarna F'o G och Go F' .

1 2
Losning: Matrisen for avbildningen F ar A = | 2 —1 |, och matrisen for G &r
0 1
9 9 _9 6 0 O
B = , sa matrisen for FoG é&r AB= | 2 5 —5 | och matrisen
[ 2 -1 1 } 5 1 1

6 0
0 6

Ar sG invers till F for nagot tal s € R?

Svar: Nej, en linjar avbildning kan endast ha invers om dess matris &r kvadratisk,
sa %G ar inte invers till F' trots att %G o F &r enhetsavbildningen. Observera att
F o (3G) inte &r inverterbar.

feroFérBA:[ ]:61.

Hoppas det gick bral
Thomas Béackdahl

(3p)

(1p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

T + z = 2
(a) Finn alla l6sningar till ekvationssystemet ¢ 5z — 2y + 2z = 9 . (3p)
r + 2y 4+ 92 = 9
Lo6sning:
1 0 12 1 0 1 2 1 0 1|2 1 0 0]2
5 =2 1|19 |(~|0 -2 —4|-1|~]0 2 4|1 |~[0 2 0|1
4 2 919 0 2 5|1 0 0 1]0 0 0 1]0
Svar: z=2,y=1/2, 2=0.
2 3
(b) Berikna kryssprodukten a x b for vektorernaa= | —1 | ochb= | 0 |. (2p)
4 2
X y z -2
Svar: axb=|2 -1 4 |= 8
3 0 2 3
2 21
(c) Berikna determinanten | 5 0 1 (2p)
4 2 1
2 21
Svar: |5 0 1 :5‘; 1’}421 3‘20(48):4
4 2 1
(d) Lat u och v vara vektorer i planet. Illustrera med en figur rikneregeln
u+v=v-+u. (2p)
Loésning:
)
(e) Avgor om vektorn u = | 3 | kan skrivas som linjirkombination av vektorerna
0
1 3
vi=| —1 | ochvg=| 1 | och ange i sa fall den linjirkombinationen. (3p)
4 2
Lo6sning:
1 3|5 1 3 ) 1 3|5 1 3|5 1 0]-1
vivalvs)= | =1 13 |~|0 4 | 8 |~|0 1|2]|~]01]2|~|0 1|2
4 20 0 —10|—-20 0 1|2 0 0]0 0 0|0

Svar: Ja, vy = —vy + 2vy



(f) Bestdm pa parameterform linjen som gar genom punkterna A = (1,2,3) och
B = (0,4,1). Avgor ocksa om vektorn BC éir vinkelrit mot linjen om C = (—5,1,1).

1
Losning: Linjen har riktning 1@ = 2 och gar genom A sa linjen ges av
-2
r=1-t
y=2-+2t med parameter ¢t € R.
z2=3-2t
-5

och 1@ : B? =—-1#0sa B? ar inte vinkelrdt mot linjen.

(3p)



