MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2018-03-15 kl. 14.00 - 18.00
Tentamen Telefonvakt: Adam Malik
ankn 5325

MVES520 Linjir algebra

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldmnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspodng fran duggor 2018
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krivs dessutom 33 resp. 43 poing sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar laggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfiillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 1osningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) For vilka véarden av parametern ¢ € R dr ekvationssystemet Ax = b med

2 4 c c
A=1|-4 —4 1-2¢c och b= |-1
4 8 2 2

losbart (dvs konsistent)?
(b) Beskriv losningsméngden nér ¢ = 1.

Losning:

(a): Vid elementéra radoperationer kan totalmatrisen transformeras till féljande trapp-

stegsmatris:
2 4 c c 2 4 ¢ c 2 0 c—1| 1-c¢
-4 -4 1—-2¢|-1|~|0 4 1 |=1+2|~|0 4 1 |—-142¢
4 8 2 2 0 0 1—¢| 1-c 0 0 1—c| 1-—c
(1 0 0 1—c¢
~ 10 1 1/4 |(-14+2c)/4
10 0 1—¢ 1-c
Vi maste betrakta tva fall: ¢ 1 och ¢ = 1.
I forsta fallet far vi (sedan 1 — ¢ # 0)
10 0 1—c 100 l—c
0 1 1/4 |(-14+2¢)/4| ~ |0 1 0|(=1+4¢)/2
0 0 1—c¢ 1—c 0 01 1
I fallet ¢ =1 far vi
10 0 1—c 10 0 0
0 1 1/4 |(-1+42¢)/4| =10 1 1/4|1/4]. (1)
0 0 1—c¢ 1—c¢ 00 O 0
Konklusion: Ekvationssystemet &r konsistent for alla ¢ € R.
(b) Ekvation (1) ger 16sningsméngden
0 0
x=[1/4| +x3 |—1/4], z3 € R.

0 1

(2p)



3. Lat Ly vara linjen som gar genom punkten

3 1
xy= |1 och ar parallell med vektorn v = | 2
4 -1
och lat
Lo: x=2t, y=5—-t 2=3, teR.

(a) Ange Ly pa parameterform.

(2p)

(b) Ange skirningspunkten till linjerna L1 och Ls om de skér varandra, och ange minsta

avstand mellan linjerna om de inte skér varandra.

L6sning:

(a):

Li: z=3+s, y=1+4+2s, z=4-s3s, s eR.

(b): Ett korsningspunkt finns omm det finns s,¢ € R sa att

3+s=2t, 14+2s=5—-t, 4—s=3,
vilket motsvarar ekvationssystemet
1 -2 -3
2 1 E}: 1
-1 -1
Eliminationsmetoden ger
1 —-2|-3 1 0] 1 1 0|1 1 0|1
2 1 | 4|~12 1 | 4|~]|0 1 ]2]|~10 1|2
-1 0 |-1 1 -2]-3 0 —-2|-4 0 0|0

Linjerna korsar vid punkten

4
Ll(s = 1) == Lg(t == 2) = |3

3
. Beriikna inversen till foljande matriser

2
A:[lf 111} och B=1|1 0
1 3

W N >

L6sning:

gL [ro-u]_f1ro-u
T det(4) -1 12| |-1 12 ]°

och inversen till B bestdms vid att 16sa BX = I3 med eliminationsmetoden:

2 -1 4][1 0 0 1 0 2010 1 0 2]0
BlIsj=|1 0 2/0 1 0|~ |2 =1 4[1 0 0| ~|0 -1 0]1
1 3(0 0 1 1 3 3[/0 0 1 0 3 10

1 0 2[0 1 0 100[-6 15 —2

~10 =1 0/1 =2 0| ~f0 1 0|-1 2 0O

0 0 1|3 -7 1 0013 -7 1

(2p)

(4p)

1 0
-2 0
-1 1

VAND!



5. Berdkna determinanten till matrisen

(a)

S O O W

S O 0

NN O
[\V]

(b) Tillimpa Cramers regel for att bestimma x3 i ekvationssystemet

I 1

T2 2
A =

T3 1

T4 0

Lésning: (a) Om matrisen B erhalls vid att addera —0.5Rads(A) till Rad4(A), dvs

O O O W
O O o
O NN O

sa haller foljande: det(B) = det(A). Sedan B &r trianguldrmatris far vi

det(A) = det(B) = B{1B93B33Byy =3-8-2-1=148.

(b) Sedan matrisen [@; az b a4] &r trianguldr far vi

371 —05

08 2 2

det 1o 0 1 4
" :det([alagba4]): 000 3 :E:§
’ det(A) det(A) 8 2

6. (a) Ange normalekvationen till ekvationssystemet Ac = y.

(b) Tillimpa minsta kvadratmetoden for att anpassa rita linjen p(t) = c¢1+cot till f6ljande

maéatserie
t|-1 0 1 2

y|-3 -2 1 47

och beridkna minsta kvadratfelet (dvs residualen).
Losning:

(a) Normalekvationen:
AT Ae = ATy,

(b) Mitserien ger foljande 6verbestiamta ekvationssystem for anpassning av rét linje:

1 -1 -3
1 0 1| -2
1 1 | |1
1 2 ‘:fc“ 4
~————
=A y

Sedan

(1p)

(4p)



bestams ¢ vid att 10sa normalekvationen

o dlemle] = e w5 V[

och p(t) = =8 4 2¢,

5 5
Residualen:
-3 —18 —15+18 3
) 1| -6 1| -10+6 1||—4 V30
ly — Ac| = - =< B =-|| |ll= "~
1 5| 6 5 5—6 5 1 5
4 18 20 — 18 2

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

7. Avgor om foljande pastdenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Om A och B ér inverterbara n x n matriser sa dr matrisen AB inverterbar.
(b) For varje n x n matris A med n > 1 och varje a € R sa dr det(ad) = adet(A).
ol

(c) Avbildningen T : R? — R? definerad som T'(z) = [ -
1

} ar linjar.

(d) Om AT A &r inverterbar sa dr A inverterbar.

Lo6sning:

(a) Sann. Matriserna A och B é&r inverterbara omm det(A)det(B) # 0. Ddrmed &r

det(AB) = det(A) det(B) # 0 vilket implicerar att AB &r inverterbar.

(b) Ej sann. Motexempel: Lat A = I,, och o = 2. Sedan 21,, &r en triangulérmatris foljer
det att
det(21,) = 2™ = 2" det(I,,) # 2det(l,).

(c) Ej sann. Observera att
medan
Det implicerar att

(d) Ej sann. Motexempel: Matrisen

1
A= |0
0

o = O

ar inte kvadratrisk och darmed inte inverterbar, men

AT A = [é (1]] =1

dr givetvis inverterbar.

. Tillimpa minsta kvadratmetoden for att anpassa andragradspolynomet p(t) = ¢1 + cot +
cst? till mitserien som #r given i Uppgift 6.(b) och berikna minsta kvadratfelet (dvs
residualen).

Loésning:

Miétserien ger foljande 6verbestdmta ekvationssystem for anpassning av andragradspoly-
nomet p(t) = c1 + cat + c3t>:

1 -1 1 _3

10 o |7 |-2

11122 1
3

1 2 4|3 14
=C



Sedan

4 2 6 0
ATA=12 6 8| och ATb=|12],
6 8 18 14
bestdms ¢ vid att 16sa normalekvationen
AT Ae = ATy
med eliminationsmetoden:
4 2 610 1 3 4|6 1 3 4 6
26812~4260~0—10—10—24
18| 14 6 8 18|14 0 —10 -6 | —22
1 3 1 0| 4 1 0 0]-17
0 —10 0 —19({ ~ |0 1 0| 1.9
0 0 0 1105 0 0 1| 05
-1.7
Losningen #r ¢ = | 1.9 | och p(t) = —1.7 + 1.9t + 0.5¢>. Residualen:
0.5
-3 —-1.7-194+0.5 0.1
ly — Ac| = -2 —-1.7 03] /2
Y 1)1 ~1.7+1.9+05[| || 03]~ V1o
4 —1.7+3.8+2 —0.1
9. Lat S vara parallellepipeden som spinns upp av vektorerna
1 2 1
by=10|, b= (2|, b3= (0],
0 0 4
och 1at T : R? — R3 vara den linjira avbilningen T'(z) = Az med
1 0 4
A=12 7 1| =
0 -8 0
Berékna volymen till
a) parallellepipeden S
b) bilden T'(S).
Losning:
(a) Lat B = [by by b3]. Sedan B ir trianguldrmatris dr
Volym(S) = | det(B)| = 8.
(b)
Volym(T'(S)) = | det(A)|| det(B)| = 56 - 8 = 448.
Lycka till!

Hakon Hoel
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Ange vilka av foljande vektorer som #r parallella och vilka som &r ortogonala (och
motivera varfor angivna vektorer dr ortogonala/parallella):

2 1 —6
a=|-3|, b=|2|, ¢c=|9]|, d=axb.
1 1 -3

Lo6sning:

Tva vektorer & och y &r ortogonala omm x-y = 0, och parallella omm |z-y|/(|z||y|) =
1.

Vi ser att ¢ = —3a, sé a och ¢ ar parallella. Vidare vet vi att a x b ortogonal mot bada
a och b, och sedan ¢ och a &r parallella foljer det att ocksa ¢ och d &r ortogonala.

VAT o

(b) Lat A vara en m X n matris med n > m > 1, lat o, 8 € R och lat u,v € R™ vara
kolonnvektorer. Ange om foljande rikneoperationer &r vildefinerade eller ej: (Ingen
motivation behovs for svaren. Varje fraga ger ger 0.5 poéng for réitt svar och 0 poéng
for fel eller inget svar.)

(i) a+u

(i) (au)- (Bv)

(iii) Au +v

(iv) A

v) (4 > (4v)

(vi) alulA

(vii) vT(ATA+ I)u

(viii) AAT + uo”

Loésning:

(Tar hir med motivation dven om det inte behdvdes pa tentan).

(i) Summan av skaldr och vektor &r ej véldefinerad.

) Skaldrprodukten av tva vektorer i R” &r véldefinerad.

(iii) Summan av en vektor i R™ och en vektor i R” nér n > m dr €j véldefinerad.
)

Matrisprodukten ér ej vildefinerad sedan antalet kolonner inte &r lika med antalet
rader i A.

(v) Skaldrprodukten av tva vektorer i R™ &r véldefinerad.
(vi) Skaldrmultiplikation av matris &r véldefinerad.
(vii) Vildefinerad: (ATA + I,,) & en n x n matris, s v’ (AT A + I,)u motsvarar

skaldrprodukten mellan vektorerna v och (AT A + I,,)u, bada i R™.

T

(viii) Ej vildefinerad: AAT #r en m x m matris, medan uv? #r en n x n matris.

(4p)

VAND!



5 + 9y + 5z = 1

(c) Finn alla 16sningar till ekvationssystemet ¢ 2z + 4y + 2z = (3p)
3r + Sy + 2z = -1
Losning:
Tillimping av eliminationsmetoden ger
5 9 5] 1 [2 4 2| 2 1 2 1 1
2 42 2|~1(59 5] 1|~]0 1 0
3 5 2|-1 13 5 2| -1 0O -1 —-1,-4
1 2 11 1007 ’
~10 1 0|4 ~|0 1 0| 4
0 0 1]0 0 0 1[0
och vi far den unika l6sningen
T -7
y| =14
z 0
VAL
(d) I figuren nedanfor &r vektorern u = B] ritad.
i) Given v = -1 , bestdm Proj, u och u — Proj, u och rita de tva vektorerna i
1 v v
figuren. (3p)
(i) Lat T : R? — R? vara den linjéra avbildningen T(x) = [@;—i_ x;)/Q] Bestam
1— T2
standardmatrisen till 7" och rita T'(u) i figuren. (2p)
Y
u
u — Projy,u
Projy u
x
T(u)
Loésning:
(i):
: 2
Projvu:%v:§v:v och u—Projyu=u—v= B]

(ii): Standardmatrisen ges vid

A= [T(e)T(es)] = {1{2 1_/12] och T(u):[_22].

(Vektorerna som man bes rita dr givna i blatt i figuren.)

V2= 1 -



