MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2018-08-29 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Sebastian Jobjérnsson ankn 6457

Examinator: Hakon Hoel

MVES520 Linjar algebra
LMAS515 Matematik, del C

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkdnt pa tentan kriavs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspodng fran duggor 2018
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kriavs dessutom 33 resp. 43 poing sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 1osningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. a) Definiera begreppet inverterbar matris.

b) Beriikna inversen till matrisen

c) Lat B och C vara inverterbara 2 x 2 matriser dér

|1 =3 1|17
B—[g 1} och C —[3 1].

Finn inversen till matrisen D = BCT.

Losningsforslag:

a) En kvadratisk matris A dr inverterbar om det finns en matris B av samma storlek sadan
att
BA=1=AB.

b) Gausseliminering ger

1 2 3[100 1 2 3|1 00 1 2 3|1 00
2 1 1/0 1 0/~|0 -3 -5/-2 1 0[~|0 -3 -5[-2 1 0
-2 -1 0|0 0 1 0 3 6|2 01 00 1]0 11
1 2 ol1 -3 -3 1201 -3 -3
~10 -3 0|-2 6 5|~|0 1 0|2/3 -2 -5/3],
0o 0 10 1 1 0010 1 1
1 0 0]-1/3 1 1/3
~10 1 0| 2/3 -2 -5/3
oo 1] 0o 1 1
dvs
TR
Al=-12 -6 -5
3

(15p)

(2p)
(3p)

(3p)



)
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|
. Lat punkterna A = (1,—1,0), B =(2,1,2) och C = (0,1, —2) vara givna.
a) Berikna arean till triangeln med hérn A, B och C. (3p)
b) Beskriv (med en ekvation) planet II som gar genom punkterna A, B och C. (2p)
c¢) Berékna minsta avstandet fran punkten P = (1,2, 3) till planet II. (2p)

Lo6sningsforslag:

a) Arean till AABC é&r lika med hilften av arean till parallellogrammen som spénns av

E och 1@ Dvs

17 -1 4
Area(AABC) = \B xAC|=<|l2| x| 2 ||=|| 0 || = v20.
ol |2 2

n = 1@ X B —8,0,4)T = (n1,n2,n3)" &r normalvektor till II. Sedan planet gar
genom punkten A kan mangden av punkter i planet skrivas

M= {(z,y,2) €ER®| (x — 1)ny + (y — (—1))ng + (2 — O)ng = 0}

som ger planets ekvation
II: —8(xz—1)+4z=0.

c¢) Minsta avstandet &r lika med lingden av vinkelrdta projektionen av 1@ pa normalvek-
torn m fran uppgift b). Sedan AP — (0,3,3)T far vi

o ﬁ n- ﬁ n 12 n 3 n
proj TS T T T e
" TInl nl” VE0In|  V5n

som ger
3
Minsta avstand = |proj ﬁ = —.
|p Jn | \/5
|
. Anpassa med minsta kvadratmetoden en rit linje y = ¢; + cox till punkterna (3p)
(-2,3), (—=1,1), (0,0) och (2,-1).
Loésningsforslag:
Ekvationssystem:
1 =2 3
1 —1ffeal|l |1
1 0 C2 o 0
1 2] 72¢ -1
—_—— SN——



Minstakvadratlosningen till detta ekvationssystemet kan berdknas vid att 16sa normalekva-
tionen AT Ac = ATb dir

T, |4 -1 7. |3
AA—[_1 9] och Ab—[_g].

Det ger
o 1o 13 _ 1118
T 35|1 4| [-9] " 35 [-33]"
|
. a) Beskriv vad som menas med att en méngd vektorer vi,vo,...,vx € R™ &r linjirt
beroende.

b) Avgor om foljande vektorer &dr linjirt beroende

1 0 2
]2 |1 1
1 1 0
Lo6sningsforslag:
a) Vektorerna vy, vs,...,v; € R™ &r linjirt beroende om ekvationen
1] + 2ov9 + ... 2V =0
har minst en icke-trivial 16sning & = (21, z2, ..., x;)T # 0.

b) Vektorerna #r linjért beroende endast om ekvationssystemet

10 2 0
2 1 1| [ o
2 0 1| ||~ |o
11 of ™ 0

har minst en icke-trivial 16sning @ # 0. Gausseliminering ger

10 20 10 210 1 00]0
21 1]0 01 -3|0 010/0
2 0 1/0/ |0 0 =3]0o] "o 0 1]0
1 10/0 01 —2|0 0000

Konklusion: ekvationsystemet har entydiga losningen & = 0 sa vektorerna &r linjart obe-
roende.

(2p)

(3p)



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Rétt svar utan motivering ger inga poéng.)

a) Om bade F; : R® — R™ och Fy : R™ — RF &r linjéra avbildningar sa maste ocksa
avbildningen G : R"* — R* definierad som

G(z) = B(Fi(z)) Va € R"

vara linjér.

b) Fér tre godtyckliga vektorer i R3,

ai b1 c1
a= |lay|, b= |b|, c=|co
as b3 c3

sa giller foljande
a-(bxc)=det([ab ),

dér [a b c] betecknar 3 x 3 matrisen med kolonner a, b och c.

c) Om A, B och C &r kvadratiska matriser av samma storlek ddr A kommuterar med B
och B kommuterar med C, sa maste A kommutera med C.

d) Om aq, as, a3 € R? #r linjirt oberoende sa maste foljande matris vara inverterbar:
B = [a1 (a1 + az) (a1 + as + 0,3)].

(Fortydligande: kolonn nr k i matrisen B &r lika med 2521 a; for 1 <k <3.)

Losningsforslag:
a)Om Fj och Fy ér linjdra géller foljande for alla @,y € R™ och o € R:

Gz +y) = Fa(Fi(z +y)) = B(Fi(z) + Fi(y) = Fa(F() + B2 (Fi(y) = Gl) + G(y)

och
G(ax) = Fy(Fi(ax)) = Fy(aFi(x)) = aFy(Fi(x)) = G(x).

Konklusion: G &r linjar och pastanden &r sann.
b) Pastanden dr sann:
a - (b X C) = al(b263 = b302) + CLQ(b301 = blcg) + ag(blcg = bgcl)
_ by caf\ by a b1 «a
= aj det( [63 Cg} ) — ag det( [53 03] ) + a3 det( |:b2 CQ] )
= det([a b ¢]).

c¢) Pastanden &r falsk. Motexempel:
1 0 10 0 1
A=lo o B=]o § en =5 g

AB=A=BA och BC=C=CB,

ger trivialt att

men

AC:B H#CA:B ﬂ.

(2p)

(2p)

(2p)

(2p)



d) Pastanden &r sann: Om vektorerna aj,as,as &r linjirt oberoende sa &r
det([a; az as]) # 0. Ekvationen

1 1 1
B = [a1 an a3] 0 1 1
0 0 1
ger vidare att
1 1 1
det(B) = det([a; a2 a3])det | |0 1 1| | =det([a1 a2 a3]) #0
0 01
som implicerar att B ar inverterbar. |

. Beskriv mingden av alla (a,b,c) € R3 siadana att

SEEYR

3 4 c 4
kommuterar.
Losningsforslag:
a+2c b+38
AB = [3@ +4c 3b+ 16]
och
a+3b 2a+4b
BA = [c+ 12 2c+ 16] '
For att AB = BA maste foljande ekvationer gélla
a+2c=a+3b
b+ 8 =2a+4b

3a+4c=c+12
3b+ 16 = 2¢c+ 16

Det kan skrivas som ekvationssystemet

0 3 2| |a 0
23 0 bl =18
3 0 3] |c 12
Gausseliminering ger
03 —-2]0 1 0 1 |4 1 0 1 |4 1 0 1 |4
23 0]8[~1|03 —-2|{0]~|0 3 —-2|0|~|0 3 =20
3 0 3 |12 2 3 0 |8 0 3 —210 00 010

Konklusion: Lésningsmingden (a,b,c¢) € R? sa att AB = BA kan betraktas som alla
punkter pa rita linjen

4 -1
L: |o| +t|2/3 teR.
0 1

(4p)



Lycka till!
Hakon Hoel
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Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Lat
1 3 2
a=|2|,b=|-2|, och c¢=|-3
1 1 0
och berdkna:

i. a+2b— 3c, (1p)
ii. a-(b+¢), (1p)
iii. b x ¢, (1p)
iv. och vinkeln mellan a och b. (1p)

Loésningsforslag:
i.
1+2(3) —3(2) 1
a+2b—3c= [24+2(-2)—-3(-3)| = |7
1+2(1) — 3(0) 3
ii.
1 5
a-(b+c)= 12| |-5| =1(5)+2(-5)+1(1) = —4.
1 1
iii.
bocs — by 3
bxec= 6301—5103 = 2
blCQ - b261 )

iv. Vinkeln mellan @ och b dr definierad som entydiga 6 € [0, 7] som uppfyller ekva-
tionen

a-b
cos(f) = .
|a|[b]
Sedan a - b = 0 foljer det att = w/2. [ |
i. Beridkna matrisprodukten AB dér (2p)
1 1 11
A=11 -2 1 och B=|1 0
2 3 11

(2p)
ii. Lat C, D och E vara rektanguldra matriser sadana att C'D ar en m X n matris
och DF iar en p x k matris. Beskriv storleken till matriserna C' och FE.

Losningsforslag:
1 1 1] (1 1 3 2
1 =2 1|1 0f=1]0 2
2 3 5| (1 1 10 7

ii. CD € R™™ implicerar att C' har m rader, D har n kolonner och C har samma
antal kolonner som D har rader. DE € RP** implicerar att D har p rader, E har k
kolonner och antal kolonner i D &r lika med antal rader i . Vi konkluderar direkt
att D ar p X n matris, som vidare ger att C' &r m X p och F &r n x k. |



(c) Lat

S = N
O = W o
— W Ut O
T O =

i. Beriikna det(A)
ii. Lat B vara en 4 x 4 matris med det(B) = 3. Bestdm det(ABBA).
iii. Lat C' = [e1 ¢2 €3] vara en 3 x 3 matris dér ¢, betecknar matrisens k-te kolonn.
3 5 4 7 3
det(A) =2det [ [1 3 0| | —det | |1 1
015 6 0

Ge en geometrisk tolkning av | det(C)].
)
3
1
3 0
2 sandy o -andf 5))-(

2(45 — 21) — (6(4) + 4) = 48 — 28 = 20.

Lo6sningsforslag: .

det[ } +det(E ﬂ))

det(ABBA) = det(A)det(BBA) = ... = (det(A))*(det(B))* = 400 - 9 = 3600.

iii. |det(C)| dr volymen till parallellepipeden som spénns upp av vektorerna ci, ca
och cs. |

(3p)
(2p)
(2p)



