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MVES520 Linjar algebra

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan kriavs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspodng fran duggor 2018
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kriavs dessutom 33 resp. 43 poing sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar liaggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.
Granskning sker 2018-06-26 kl. 10-11 i rum MVL14, Chalmers tvirgata 3.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. a) Beskriv vad som menas med att en méngd vektorer vy, vy, ..., v € R™ dr linjért obero-
ende .
Losningsforslag: Vektorerna vy, vs, ..., v € R™ dr linjart oberoende om ekvationen

U1 + X2V + ... + xRV = 0,

endast har den triviala 16sningen 1 = 22 = ... =z = 0. |

b) For vilka virden a,b € R &r vektorerna

a 1 2
1{, |1|, och 1
b 3 4

linjart oberoende?

Losningsforslag: Vektorerna ér linjart oberoende om och endast om

a 1 2
det [T 1 1| #0.
b 3 4
Sedan
a 1 2
det |1 1 1| =adet Ll — det L2 + bdet L2 =a+2-—b,
3 4 3 4 11
b 3 4
ar vektorerna linjért oberoende om och endast om b — a # 2. |

3. En kvadratisk matris A ségs vara en ortogonalmatris om ATA = I.

a) Visa att om A dr en ortogonalmatris sa dr |det(A)| = 1.

(15p)

(1p)

(3p)

(2p)



Loésningsforslag:

det(ATA) =det(I) =1 och det(ATA) = det(A4)? = det(A) = +1.

|
b) Visa att matrisen
cos(a) —sin(a) 0
Ay = |sin(a) cos(a) 0O dar « € 0,2m)
0 0 —1
ar en ortogonalmatris.
Lo6sningsforslag:
[ cos(a) sin(a) 0] [cos(a) —sin(a) O
AT A, = |—sin(a) cos(a) 0 sin(a)  cos(a) 0
0 o -1/ | o 0 -1
[cos?(a) + sin?(a) 0 0
= 0 cos?(a) + sin?(a) 0
i 0 0 (—1)2
=1
|

c¢) Matrisen A, kan beskrivas geometrisk som en « radianers rotation moturs kring z-axeln
foljd av en spegling i xy-planet. Ge en geometrisk beskrivning av AZ.

Losningsforslag: AT #r en —a radianers rotation moturs kring z-axelsn f5ljd av en
spegling i xy-planet. |

d) Bestdm « € [0,27) sadan att

1 0
A, 0| = |-1
-2 2
Losningsforslag: Sedan
1 cos(av)
Ay | 0 | = |sin(e) |,
-2 2
sa maste vi bestimma vinkeln a € [0,27) som uppfyller cos(a) = 0 och sin(a) = —1.
Losningen dr o = 37/2. [ |

. a) Definiera begreppet linjiar avbildning.

Losningsforslag:  Avbildningen 7" : R” — R™ ér linjar om
T(x+y)=T(x)+T(y)

och
T(ax) = oI (x)

géller for alla &,y € R" och a € R. |

(2p)

(1p)

(2p)

(2p)



b) Lat Ty : R? — R? och T3 : R? — R? vara de respektive avbildningarna
)2
T (x) = {(3:1 z2) ] och Th(x) = {xl T2t 3x3] )

3x1 + 229 r1 — T2 + X3

Avgor om T och Ty dr linjdra avbildningar (som alltid, motivera svaret).

Losningsforslag: T3 ér inte linjar sedan

7 () = # (] = o)+ (1))

Avbildningen T ir linjér: For alla «,y € R3 och a € R giller

(1 +y1) + 2(x2 + y2) + 3(x3 + y3)]
To(x + =
2%+ ) [ (1 +y1) — (2 +y2) + (x3 + y3)
B [:cl + 225 + 33;3] [yl + 2y0 + 3y3]
= +
r1 —x2 + 3 Y1 — Y2 + Y3
= Ty(z) + T2(y)

och
ax1 + 2axe + 3axs

ar] — axry + axs

o) = | | - ami(o)

. a) Finn minstakvadratlosningen till det 6verbestdmta ekvationssytemet Ax = b dir

1 1 1

1 2 2
A= 9 _3 och b= sl

-2 1 2

och berakna residualen.

Losningsforslag: Vi loser normalekvationerna

AT Az = ATb
dér
11
v, 11 2 =211 2| [0 -5 P
A4 [1 2 3 1|2 3|7 |5 15] OB A0=46):
2 1
Det ger
_ 1 15 51[-7] 1 [-25] [-1/5
_ T 1 ATy - =
v=W@ATAb =5 [5 10] [16_ 125 [125] [ 1 ]'
Residualen:
1—4/5 1
0l 2—95 || 1|1
b=Azl =11 3 175|175 || -2
2 —12/5 2

b) Pa vilket séitt kan minsta kvadratmetodens 16sning anses vara bésta approximativa

16sning till ekvationssystemet ovan?

(2p)

(3p)

(1p)



Losningsforslag: Minsta kvadratlosningen x minimerar residualen |b — Az|, dvs

b— Az| < |b—Ay| VyeR2

|
1 -1
. Lat S vara parallellogrammen som spanns upp av vektorernaa = |1| ochb= | 0
0 2
a) Bestam arean till parallelogrammen S.
Losningsforslag:
2
area(S) =la x bl =||-2||=3.
1
|

b) Diagonalerna till S, dvs @ + b och b — a, delar upp parallellogrammen i fyra triangler.
Visa att de fyra triangeln har samma area.

Losningsforslag: Diagonalerna delar upp S i fyra triangler Ty, Ts, T3 och Ty. Tva tri-
angler, som vi betecknar 77 och Tb, har sidor (a + b)/2, (b — a)/2 och a. De tva andra
triangeln, som vi betecknar 73 och T4 har sidor (a + b)/2, (b — a)/2 och b. Det foljer det
att for 4 = 1,2, 3,4 sa dr arean lika med

[(a+b) x(b—a)

area(T;) = 3

dvs de fyra trianglen har samma area.

( Aven om det inte ingar i uppgiften, 1t oss verifiera pa ett alternativt siitt att arean
till varje triangel ar lika med area(S)/4: Sedan & x £ = 0 och * x y = —y x « for alla
x,y € R3 giller det for i = 1,2,3, 4 att

laxb—axa+bxb-—bxa)l |axbl area(S)
area(T;) = 3 =4 -1 - )

(2p)

(2p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

7. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

a) Om A och B é&r kvadratiska matriser av samma storlek och det(A) = 0 sa finns det en
vektor & # 0 som uppfyller ekvationen ABx = 0.

Losningsforslag:  Sedan det(AB) = det(A)det(B) = 0 &r kolonnerna i matrisen AB
linjért beroende, sa det finns en @ # 0 sadan att ABxz = 0. |

b) For alla @,y € R™ giller det att

et yP -z —yl?
- .

Losningsforslag:  Fran

z+yl’=(x+y) (@+y) =z + 2z -y + |y
och

-y’ =(=x-vy) (@—y) =z’ -2z -y + |y’

foljer det att
lz+y?—lz—y? 4z-y
4 4

=x-y.

8. For ett godtyckligt par vektorer &,y # 0 i R? ér £(x,y) definierad som vinkeln mellan x
och y. En linjar avbildning F : R? — R? séigs vara vinkelbevarande om

L(F(x),F(y)) = £(x,y) foralla ax,y#0,

och langdbevarande om
|F(x)| = |x| for alla x € R

a) Visa att den linjira avbildningen
x1 x1 cos(a) — xo sin(«)
" = .
T x1 sin(a) 4 xg cos(a)
dr langd- och vinkelbevarande for alla o € R.

Tips: Borja med att bestdmma standardmatrisen till F;.
Losningsforslag: Standardmatrisen till Fy ar lika med

a=[m([]) A ([])] - [l e

For alla o € R giller det att AT A = I (dvs matrisen &r ortogonal), och det foljer att

|F1(2))? = (Az) - Ax = 2T AT Ax = 2" Tx = || Va € R? och Yo € R.

(2p)

(2p)

(2p)



Och for alla x,y # 0 géller att
Fi(
F Fi(y)) = cos !
(@), Aly)) = cos < \Fl |>
1( TATAy>
|||yl

= cos ™! ( )
|z|ly]

=L(x,y).

Konklusion: F} langdbevarande och vinkelbevarande for alla o € R |

b) Ange virdena for o € R sa att den linjéira avbildningen

m([n]) =l

ar langdbevarande och virdena for a € R sa att avbildningen ar vinkelbevarande.

Losningsforslag: Sedan |Fa(x)| = |a||z|, &r F3 lingdbevarande omm o = £1. F &r
vinkelbevarande for alla a # 0 sedan for alla @,y # 0 giiller att

Fy(z) - F(y) >

L(Fy(x), Fa(y)) = cos™! <|F2(w)|F2(y)|

= cos
= 4L(z,y)
|
. Bestdm minsta avstandet mellan planet
I:2z+3(y+1)+2=0
och linjen
L:x=1+4+2t, y=2-3t, z=3+45t.
2 2
Losningsforslag: Linjen L &r parallell med vektorn v = | —3| och vektorn n = |3
5 1

ar en normalvektor till planet II. Sedan v - n = 0, & n ocksa normalvektor till linjen L,
och det betyder att L ligger i ett plan som &r parallelt med II. Kortaste avstandet mellan
linjen och planet fas genom att (1) plocka ut tva godtyckliga punkter @ € L och y € II,
och (2) berékna ldngden till normalkomponenten till  — y, dvs |projp (x — y)|.

1 0 1
Genom att viljax = |2| ochy = |-1| farviea —y = |3 och
3 0 3

projn (e — )| = 2E=Y_ g

]

(2p)

(4p)



Lycka till!
Hakon Hoel



Anonym kod sid.nummer | Poéng

MVES520 Linjar algebra 2018-06-08 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Berdkna matris-vektorprodukten

8 —1 6 1
3 5 T||-1
4 9 2 1
Loésningsforslag:
8§ —1 6 1 8—(—-1)+6 15
3 5 T||-1|=| 3=-5+7 | =|5
4 9 2 1 4—-94+2 -3

(b) T figuren nedanfor #r vektorerna w,v,w € R? ritade. Ange approximativa virden
a, B € R sadana att
u+ av + fw = 0.

Motivera l6sningen grafiskt.

N

Losningsforslag: a~ —2+1/2, S~ —4+1. |

(2p)

(2p)



(¢) Finn skdrningspunkten mellan planen
I txe—2y+32=1, Ih:3x—4y+2=7, och Il3:—x+2y+2=23.

Tips: Bilda ett ekvationssystem fran ekvationerna fér de respektive planen.

Losningsforslag: Skérningspunkten dr 16sning till ekvationssystemet

1 -2 3 T 1
3 -4 1) |yl =|7
-1 2 1 z 3
Gausselimination:
1 -2 3|1 1 -2 3|1 1 -2 0| -2 1 0 0|10
3 —4 1|7 ~f0 2 -84l ~|0 2 0]12|~ |0 1 0] 6
-1 2 1|3 0 0 4 |4 0 0 1|1 0 0 1|1

(d) Berikna projektionen av vektorn b pa vektorn a for

2 9
a= |1 och b= |-1
2 5

Loésningsforslag:

(3p)

(2p)



(e) i. Invertera matrisen (3p)

2 -1 2
A=12 0 2
2 2 4
Loésningsforslag:
2 -1 2[1 0 0 2 —1 2] 1 0 0 20 2/0 1 0
2 0 2(010/~]0 1 0/-110/~{010|-1 1 0
2 2 4]0 0 1 0 3 2|-1 0 1 0022 -31
(1 0 0]-1 2 —1/2
~l010[-1 1 0 |,
00 1|1 -3/2 1/2
som ger
-1 2  -1/2
Al=|-1 1 0
1 —-3/2 1/2
n
ii. Lat (3p)
1 -1 10 11 1
B_L 1}’ _[0 1] och C‘[01—1}

Los matrisekvationen

(B+2)XA=C

dar X ar en 2 x 3 matris av obekanta.
Losningsforslag:

(B+21)X:CA—1:[—1 3/2 0 }

—2 5/2 —1/2

och sedan X = (B +2I)"*CA~! med

13 1
-1 _ =
(B+20)™" = [_1 3]

far vi

o[ 3 4wl L



