MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 190321 kl. 14.00-18.00
Tentamen Telefonvakt: Maximilian Thaller
5325

MVES520 Matematik

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan kriavs 23 podng pa tentamen. Bonuspoéng fran duggor 2018 riknas med. For betyg 4 resp.
5 krdvs dessutom 33 resp. 43 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav minst 4 resp. 6 poing pa del 2.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Anpassa med minsta kvadrat metoden en rit linje y = kx 4+ m till punkterna

(-1,2), (0,3), (1,3) och (2,2).

Vi vill bestdmma k och m sa att y = kx + m.

Den normal ekvationen #r (ATA)x = ATb dir A = och x =

o = O
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[m} Eftersom kolumnerna av A ir linjart oberoende, dr AT A inverterbar. Alltsa x =

(AT A)=1ATD.
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Svar: Linjens ekvationen ar y = 2, 5.

3. Lat A och B vara tva kvadratiska matriser.

(a) Beskriv det(AB) uttryckt i det(A) och det(B).

det(AB) = det(A) det(B)

(20p)

(4p)



(b) Visa att “AB &r inverterbar om och endast om bada A och B &r inverterbara”. (2p)
Ledning: Anvind (a)
AB ir inverterbara < det(AB) # 0 < det(A)det(B) # 0 < det(4) # 0 och
det(B) # 0 < bada A och B ér inverterbara.

(c) Berikna AB, det(AB), det(A), det(B) och verifiera att din formel i (a) stimmer for

matriserna (3p)
2 1 1 2
A= [_1 0} och B = [1 J
3 5
AB = [_1 _2},det(AB):—6+5:—1.

det(A) =1, det(B) = —1.
Sa dr det(AB) = det(A) det(B) = —1.

4. Lat u=(2,3,1),v=(1,2,—1) och w = (0,1, -3).

(a) Bestdm skaldrerna a och b sa att u = av + bw. (2p)
1 02 1 0 2 1 0 2
2 1{3] ~ |0 1| —-1| ~ |0 1|—1|sadra=2ochb=-1.
-1 3|1 0 -3 3 0 0f O
(b) Forklara varfor u,v och w ér linjért beroende. (1p)

Eftersom u &r en linjidr kombination av v och w sa dr u, v och w linjirt beroende.

5. Lat T : R? — R3 vara linjér avbildningen som ges av

T(xl, :Cg,xg) = (3.%‘1 + bxo — x3, —3x1 — x2 + x3, 3T + 229 — xg)

(a) Bestdm standard matrisen till 7'. (1p)
T(e1) =(3,-3,3), T'(e2) = (5,—1,2) och T'(e3) = (—1,1,-1).
3 5 -1
Standardmatrisen é&r A = |-3 -1  1].
3 2 -1
(b) Berékna T'(2,1,—1). (1p)
3 5 —1 2 12
T(2,1,-1)=|-3 -1 1| |1|=]-8
3 2 -1 [-1 9
(c) Avgor om det finns u € R3 sd att T'(u) = (2,1, —1). (3p)
3 5 —-1| 2 3 5 —1|2 3 5 1|2 3 5 1| 2
-3 -1 1| 1| ~|0 4 o0f3~|01 O0|3|~|01 0] 2
3.2 -1|-1 03 0|3 01 o0f1 00 0|7
Omojligt! Systemet &r olosbar dvs det finns ingen vektor u sa att T'(u) = (2,1, —1).

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen
1. Avgor om linjen (1) : 277”” =y+1l= Zgg ar parallell till planet (P) : 2z —2y+2z—3 = 0. Om

ar sa fallet, berékna avstandet mellan (7) och P. Om sa inte r fallet, beridkna koordinaterna
av skirning punkt mella (1) och (P).

En riktningsvektor till linjen (1) ges av u = (—2, 1,6). En normal vektor till planet (P) ges
avn=(2-2,1).

un = —2(2)+(-2)(1)+6(1) = —4—2+6 = 0, sa &r planet och linjen parallella. Alla punkter
pa linjent har samma avstandet till planet. En punkt pa linjen ges av P = (2, —1, 3).
Avstandet mellan planet och P &r:

2(2) —2(—-1) +3—-3| 6 _§_2
nl AT 3
. . . 2 . 2 1
. Bestdm skaldrerna a och b sa att A° =0 diar A = . bl
4+a=0
2o aal? 2 N[ 4+a 248 [0 0] 4 )J2H0=0
- a blla b |2a+ab a+b*| " |0 0| 2a +ab =0
a+b?=0
Med forsta ekvationen av systemet far man a = —4 och med andra b = —2. Vi sétter in

virdena a och b i tredje och fjirde ekvationerna: 2(—4) + (—4)(—2) = —8 +8 = 0 och
—4 4+ (—2)? = 0. Ekvationerna stimmer. Alltsa a = —4 och b = —2.

3. Avgor om foljande pastaende dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(a) En kvadratisk matris kallas symetrisk om A7 = A. Lat B vara en kvadratisk matris.
B + BT och BT B ir symetriska matriser.

(B+B"T =BT +(B"YT =B" + B=B+ BT,
(BTB)T = B (B")T = BTB.
Alltsa B + BT och BT B #r symmetriska matriser och pastaende #r sant.
(b) Ett linjért system Az = b dér A &r en 3 x 4-matris kan inte ha en entydig 16sning.
Sant eftersom reducerade trappstegsmatrisen av A har minst en frivariabel.
(¢) Om u och v ér parallella vektorer sa dr u x v = 0.

|lu x v|| = ||u||||v||sin@ dar @ dr vinkeln mellan u och v. Sant.
Eftersom u och v &r parallella sa dr vinkeln mellan dem antingen 0 eller 7. I bada
fall sin@ = 0 sa dr [Ju x v|| = 0. Alltsa u x v = 0.

Lycka till!
Nancy

(3p)

(2p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm en ekvation till planet som passar genom A(1,1,—1), B(2,0,2), och C(0,—2,1).
(3p)

J
ABxAC=| 1 -1
-1 -3 2
En normal vektor till planet &r (7, —5, —4)
Plans ekvation: 7(z — 1) —=5(y —1) —4(z+1) =0 Tz — by —42 =6
Svar: 7x — by —4z2 =26

—i(—249) —j(2+3) + k(=3 —1) = 7i — 5j — 4k.

0 11
(b) Berikna inversen till matrisen D= | 2 0 0
-1 -1 0
0 1 1{1 0 0 2 0 0f0 1 0 1 0 0|0 5 0
2 00(01 0/~ 0 1 1|1 O0OO0f~] 0 1 11 0 0]~
-1 -1 0|0 0 1 -1 -1 0j0 0 1 -1 -1 0]0 0 1
1 0 0fl0 3 0 1 00[0 5 0 1 00[0 3 0
~0 1 1|1 0 0f~|0 111 00[~|0 100 -5 -1
0 -1 0f[0 & 1 00 1|1 § 1 00 1|1 5 1
0 3 0
Svar: D=1 = |0 —% S S
1 5 1
3 1 1 0
Los ekvationen AX —3X =BdirA=|2 3 0| och B=|-1 (5p)
-1 -1 3 1
(A—31)X = B. Om A — 3I &r inverterbar s ir X = (A —31)"!B.
3 11 1 00 0 11
A-3I=| 2 3 0/ -3|0 1 0f=|2 0 0|=D
-1 -1 3 0 01 -1 -1 0
0 1 0
sa dr A — 31 inverterbar och (4 —3I)~' = |0 —% -1
1 5 1
O P e I B
- 1 i 1 1 - i
2 2
Svar: X = |—

D[RO O] —

VAND!



2z — 3y =2

d) For vilka virde a har systemet { 2y — az =1 bara en 16sning.
Y Y g
—r—y—z =2
2 -3 0
Systemet har bara en 16sning om matrisen | 0 2 —a| &r inverterbar.
-1 -1 -1
2 -3 0
0 2 —a|=—(-a) 2B B =a(-2-3)—4=-5a—-4+#0.5a
-1 -1 0 2
-1 -1 -1
maste vara skild fran —2

5
Svar: Systemet har bara en l6sning for alla a # —% ..............................

(d) Valj det ritta svaret.
i. Lat P planet definierat av x — 2y + 2z —1 = 0. En enhetsnormal vektor till P &r:

d (1’_272) O (_270’1) O (%7—%5%) d (_%aoa%)

ii. En parametrisering av linjen som gar genom punkten A(1,2,3) och med rikt-
ningsvektor u = (1,2 — 1) &r:

r=1t+1 r=t+1 r=t+1
a y=2t+2 teR O y=2t+2 teR O y=-2t+2 telR
z=—-1+3 z=3t—1 z2=3

iii. Lat u = (2,—1,3) och a = (4, —1,2) vara tva vektorer i R?. proj,u ir lika med:

0 (20,510 0 (251 0 (2,51

iv. Vinkeln mellan vektorerna u = (—1,1, —2) och v = (1,0,1) &r:

s 51 21
0% 0% O3 03
v. Arean av triangeln OAB dir A = (2,3) och B = (1,2) &r:
o 0,5 o7 o 3,5 o1
2 0 1
vi. Volymen av parallellepipeden spannsuppavu= |0|,v= |—=1| ochw = |—1
0 0 1
ar:
o -2 o 2 o -1 o 2

vii. Standardmatrisen till linjiravbildningen 7" : R? — R? som ér en spegling genom

y-axeln &r:
0 1 1 0 -1 0
* [0 oo 2 o o

viii. Om det(A) = —1, det(F) = 2 och det(R) = —3 sa &r det(FARFAR) lika med:
06 0o -36 0O —6 0O 36

(4p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)



