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Punkter i planet R?
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Affina rummet R?

Vi kan definera addition av element i R?,
a+b:= (a1 + b1,a2 + b2), Va,bERQ.

Detta ger en affin struktur pd R?. Den ger att

Q for varje par a och b finns en unik linje fran a till b, och

Q@ vi kan definera “lutningen” p3 en linje i R2.
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Lat a = (a1, a2) och b = (b1, by) vara tva punkter i planet, och
antag att a; # b;. Lutningen p3d linjen mellan a och b ar det

reella talet as — by
m(a,b) := . J
Notera att
m(a,b) = m(b,a) = m(0,a—b)
och
= Y

NB: Ibland kallas |m| lutningen medan m = sign(m)|m/| kallas
riktningskoefficienten for linjen.
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injer genom origo — vektorer

En punkt a = (a1, az) i R? kan ses som en vektor, nimligen som
det riktade linjesegmentet fran (0,0) till a. Detta har langd

lall := y/af + a3

m(0,a) = 22

ai

och lutning

Linjen som passerar mellan 0 och a betecknas
Ra := {()\al,)\@)\ A E R}.

Nar vi kraver att alla vektorer utgar fran origo pa det har sattet
blir R? ett vektorrum.
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Avstand

Avstandet mellan tva element a och b i R? ir det ickenegativa
talet

d(a,b) := a— bl = /(a1 — b1)? + (a2 — b2)?.

Notera att

d(a,b) =0 < a=b.

Vektorrummet R? tillsammans med avstindsfunktionen d (eller
normen || - ||) kallas euklidiska R?.

Den konkreta modellen for euklidisk geometri med cartesiska
koordinater kallas analytisk geometri.
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kvationen for en linje i planet

Givet en punkt a € R? och ett reelt tal m € R, betrakta mingden
{b € R?| m(a,b) = m}.

Detta ar linjen med lutning m som gar genom punkten a. Vi kan

skriva den som

az — bo

{beRQ‘ —m}:{bERZ‘ag—bgz(al—bl)m}.

al — bl -
Ibland sager man att
y—as = (z—a)m

ar "ekvationen for linjen i (z,y)-planet med lutning m som gar
genom punkten (a1, as2)".
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Skarningspunkt

Om linjen inte ar lodrat sd innehdller den en punkt av typen (0, a3).
Och om vi har a; = 0 i linjeekvationen y — a2 = (x — ay)m har vi

Y = mx + as.

Omvant s& ger den har formen pa linjeekvationen direkt att linjen
skar y-axeln = 0 i punkten (0, aq). (Svengelska: ag ar linjens
y-intercept.)
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Skarningspunkt

Om linjen inte ar vagrat sa innehaller den en punkt av typen
(a1,0). Och om vi tar az = 0 i linjeekvationen y — a2 = (z — a1)m
far vi
1
Tr=—y+ai.
m

Omvant sd ger den har formen pa linjeekvationen direkt att linjen
skar z-axeln y = 0 i punkten (a1,0). (Svengelska: a; ar linjens
x-intercept.)
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Ekvationen for en linje i planet

Varje ekvation av typen
ar +by+c=0,

dar x och y ses som coordinater i planet och a, b, c ar rella tal,
definerar en linje i R2. Om vi skriver ekvationen som

y = —(a/b)x —c/b,

sa ser vi att linjen har lutning m = —a/b och y-intercept —c/b.
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Parallella och vinkelrata linjer

Proposition
Tva icke-lodrata linjer med lutning m1 och mq ar vinkelrata om

och endast om
mimseg = —1.

Bevis.

Vi kan anta att skarningspunkten for de tva linjerna ar origo (0,0).
D3 ar linjerna pa formen Ra och Rb. De ar vinkelrata omm

0=a-b:=aib; + asbs.
Vi har m; = ag/a; och my = bg /by sa linjerna ar vinkelrdta omm
0 = aiby + miaymaby = (1 + mima)aiby.

Eftersom my och mo ar reella tal s& ar a; # 0 # by. O
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Parallella och vinkelrata linjer

Exempel

Hitta linjen genom origo som ar vinkelrdt mot linjen genom tva
givna punkter a och b.

Losning.

Linjen vi soker har lutningen

1 _bl—al

M::_m(a,b) ag—bg'

Vi vet att (0,0) ar en punkt pa linjen vi soker. S& den sokta linjens
ekvation ar

det vill saga
b1 — a1
= z.
az — by
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Kolinjara punkter

Tre punkter a, b och c ar kolinjara om de ligger pd en och samma
linje.

Notera att a, b och c ar kolinjara om och endast om
m(a,b) = m(a,c) = m(b,c).

Alltsd kolinjaritet en affin egenskap.
Dock, a, b, c ar kolinjara med b liggande mellan a och ¢ om och
endast om

d(a,c) =d(a,b) +d(b,c).
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Definition

Enhetscirkeln ir delmingden S! ¢ R? definerad som

Sti={(z,y) € R? 2? +4? = 1}.

Detta ar mangden av vektorer av langd 1 (punkter pd avstand 1
fran origo),
St = {a € R?| |ja|| = 1}.

P3 samma satt kan vi definera en cirkel centrerad i punkten ¢ med
radius 7 om

Sp(c) = {(z,y) € R?| (z — c1)* + (y — 2)” = 17}
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Exempel

Visa att ekvationen 2 4 4z 4 y? — 10y + 20 = 0 definerar en
cirkel, och bestam dess center och radius.

Losning.

Kvadratkomplettering ger att 22 + 4z + y?> — 10y 4 20 ir samma
som

(x+2)2%—4+(y—52-254+20=(z+2)*+ (y—5)* - 9.
S3 ekvationen ir (v +2)%2 + (y — 5)2 =9 =0, dvs
(z+2)%+(y—5)° =3

Detta beskriver en cirkel S!(c) med center ¢ = (—2,5) och radius
r=3. L]
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