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1. a)

∫ 1/2

0

1√
1− 4x2

dx=

∫ 1/2

0

1√
1− (2x)2

dx=
[
t = 2x

]
=

1

2

∫ 1

0

1√
1− t2

dt =
1

2

[
arcsin t

]1
0

=
1

2
(arcsin 1− arcsin 0) =

π

4
,

b) y′ = 2y+ 1⇔ y′+ (−2)y = 1, linjär. IF: e
∫
−2 dx = e−2x ⇒ d

dx
(e−2xy) = e−2x ⇒ e−2xy =

∫
d

dx
(e−2xy) dx =

∫
e−2x dx =

−1

2
e−2x + C ⇒ y = −1

2
+ Ce2x, C ∈ R. c)

∫
cos3 x dx =

∫
cos2 x cosx dx =

∫
(1 − sin2 x) cosx dx =

[
t = sinx

]
=∫

1 − t2 dt = t − t3

3
+ C = sinx − sin3 x

3
+ C. d)

∫
xex dx =

[
PI

]
= xex −

∫
1 · ex dx = xex − ex + C = (x − 1)ex + C.

e) cos(2x) = cos(x + x) = cosx cosx − sinx sinx = cos2 x − sin2 x = 2 cos2 x − 1 ⇒
∫ π

π/4

cos2 x dx =

∫ π

π/4

1 + cos(2x)

2
dx =

1

2

[
x+

sin(2x)

2

]π
π/4

=
1

4
(
3π

2
−1). f) 3y′′−5y′+2y = x+1 är linjär med konstanta koefficienter s̊a y = yp+yh med karakteristisk

ekvation: 0 = 3r2−5r+2 = (r−1)(r−2/3). D̊a f̊ar vi att yh = C1e
2x/3+C2e

x. För yp ansätter vi yp = xm(ax+b) =
[
m=0

]
=

ax+b, y′p = a, y′′p = 0 ∴ x+1 = 3y′′p−5y′p+2yp = 0−5a+2(ax+b)⇒ a = 1/2, b = 7/4 ∴ y = yp+yh =
1

2
x+

7

4
+C1e

2x/3+C2e
x.

2. Arean =

∫ √3

1

3− x2 dx =
[
x2

]1
0

+
[
3x− x3

3

]√3

1
= 1 + (3

√
3− (

√
3)3

3
− (3− 1

3
)) = 2

√
3− 5

3
.

3. a)

∫
1

cos2x
dx = tanx+ C, b)

∫ 4

−4
ex − e−x dx =

[
udda integral, jämnt intervall

]
= 0, c)

∫
1

ex + 1
dx =

[
t = ex + 1

]
=∫

1

t

1

t− 1
dt =

[
PBU

]
=

∫
1

t− 1
− 1

t
dt = ln |t−1|−ln |t|+C = x−ln(ex+1)+C, d)

∫ π/2

0

cos t

(2 + sin t)2
dt =

[
inre derivata

]
=[

x = 2 + sin t
]

=

∫ 3

2

1

x2
dx =

[
− 1

x

]3
2

= −(
1

3
− 1

2
) =

1

6
, e)

∫
x cosx dx = . . . =

[
PI

]
= x sinx+ cosx+ C.

4. a) y′ − 1

x
y = x, linjär, IF: e

∫
− 1

x dx = e− ln x =
1

x
⇒ d

dx
(
1

x
y) =

1

x
x = 1 ⇒ 1

x
y =

∫
d

dx
(
1

x
y) dx =

∫
1 dx = x + C ⇒ y =

x2 + Cx, b) y′ = y2, separabel. Vi ser att y = 0 är lösning och om y 6= 0 s̊a har vi
1

y2
y′ = 1 ⇒

∫
1

y2
dy =

∫
1 dx =

x + C ⇒ −1

y
= x + C, C ∈ R. Vi f̊ar d̊a att y = − 1

x+ C
=

1

C − x
, C ∈ R. Vi har d̊a att y = 0 är singulär lösning och

y =
1

C − x
, C ∈ R. är allmän lösning. Sökt lösning är allts̊a y = 0.

5. Ekvationen y′′ + 7y′ + 10y = ex är andra ordningens linjär ODE med konstanta koefficiente och har lösning y = yp + yh. För
yh konstaterar vi att karakteristiska ekvationen är r2 + 7r+ 10 = 0 som har rötter -2 och -5 s̊a yh = C1e

−5x +C2e
−2x. Ansätt

yp = xmCex =
[
m=0

]
= Cex ⇒ yp = y′p = y′′p ⇒ 18Cex = ex ⇒ C = 1/18⇒ y = yp + yh =

1

18
ex + C1e

−5x + C2e
−2x.

6. Se kurslitteraturen.

Överbetygsdelen

7.

∫ √
1− x2 dx =

[
t = arcsinx

]
=

∫
cos2 t dt =

∫
1 + cos(2t)

2
dt

1

2
(t+

sin 2t

2
+ C) =

1

2
arcsinx+

1

2
x
√

1− x2 + C.

8.

∫
x3 + 4x2 + 5x+ 1

x2 + 4x+ 5
dx =

∫
x+

1

x2 + 4x+ 5
dx =

∫
x+

1

(x+ 2)2 + 1
dx =

x2

2
+ arctan(x+ 2) + C.

9. Se kurslitteraturen; iterationsformeln för punkter (xk, yk) med steglängd h är yk = yk−1 + hf(xk−1, yk−1).

10. L̊at x(t) = mängden salt i beh̊allaren vid tiden t. Förändringen av mängden salt i beh̊allaren är
dx

dt
(t) = mängden salt in -

mängden salt ut, i kg per tidsenhet. Tidsenhet = ”en passande klockenhet- en minut.
dx

dt
(t) =

10 · 10

1000
− x

1000
·10 =

1

10
− x

100
=

10− x
100

⇔ x′ =
10− x

100
, (separabel och även linjär). Om x 6= 10 s̊a gäller

1

10− x
dx

dt
=

1

100
⇒

∫
1

10− x
dx =

∫
1

100
dt ⇒

. . . ⇒ x(t) = 10 + Ce−t/100, C 6= 0. D̊a x = 10 är en lösning f̊as x(t) = 10 + Ce−t/100, C ∈ R. Vidare ger x(0) = 50 att
C = 40 s̊a x(40) = 10 + 40e−2/5 ≈ 36, 8 ≈ 40 kg salt i beh̊allaren vid t = 40.


