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1. Aritmetik och algebra

I detta kapitel skall vi forst arbeta med grundldggande aritmetik, alltsa de fyra riakne-
sitten, for olika typer av tal. I den senare delen av kapitlet behandlas hantering av
algebraiska uttryck.

Vi rekommenderar att du inte anviander raknare eller formelsamling da du 16ser uppgif-
terna. De kunskaper du far genom att dels ridkna sjdlv och tinka pa vilka rikneregler du
anvinder, och dels ldra dig en del fakta istéllet for att forlita dig pa formelsamlingen, dr
oerhort virdefulla for dina fortsatta studier. I manga matematikintensiva utbildningar
forvintas du klara dig utan hjdlpmedel.

1.1. Ré&kning med naturliga tal och heltal

De naturliga talen ér talen 0, 1, 2, 3, 4,.... (De tre avslutande punkterna i listan indi-
kerar att monstret fortsitter utan slut.) De negativa heltalen ir —1, -2, =3, —4,....
Ibland skriver man negativa tal med en parentes: (—1), (—=2), (=3), (—4),....

De naturliga talen och de negativa talen bildar tillsammans heltalen

=4, —3,-2.-1,0,1,2,3,4, ...

Ett viktigt ord i det matematiska spraket dr begreppet méingd. I normalsvenska betyder
ordet ett stort antal eller en mdtbar ansamling. | matematik dr en méngd en samling
objekt, element. Sa har tex mdngden av de naturliga talen varje naturligt tal som ele-
ment. Talet 13 ir ett element 1 méngden, liksom varje annat naturligt tal. Méingden av
alla naturliga tal betecknas ofta N. Med symboler skriver vi att 13 &r ett naturligt tal
som 13 € N. Det faktum att —1 inte dr ett naturligt tal skrivs —1 ¢ N,

Pa samma sitt talar man om méangden av alla heltal Z, méngden av alla negativa heltal
Z._ och médngden av alla positiva heltal Z . Talet O dr varken positivt eller negativt.

Om varje element i en midngd A ocksa &r element i en annan méngd B sa sédger vi att A
ar en delmdingd till B vilket skrivs A C B. Vi har tex att N C Z, eftersom varje naturligt
tal dven &r ett heltal..

1.1.1. Naturliga tal

Tva naturliga tal kan adderas, vilket av alla uppfattas som ndarmast sjédlvklart. Det
faktum att termerna kan byta plats med varandra utan att resultatet @ndras, dvs att
operationen addition dr kommutativ, (a + b = b+ a for alla naturliga tal a och b), ar
ocksa nagot sa sjalvklart att man séllan eller aldrig reflekterar 6ver det. Operationen dr
bara definierad for par av tal. Vid addition av fler #@n tva tal maste man dérfor i princip
markera den ordning additionerna skall utféras i med parenteser, sa

3+(6+13)=3+19=22 och (3+6)+13=9+13=22.



Vi vet dock att det, precis som i exemplet ovan, inte spelar nagon roll hur vi sitter
parenteserna. Summan av talen 3, 6 och 13 dr 22 1 vilken ordning vi dn riknar. Allmént
giller att a+ (b +c¢) = (a+ b) + ¢ for alla naturliga tal a, b och c, och vi sdger att
additionen dr associativ. Om inga parenteser skrivits ut giller ldsriktningsprioritet,
dvs additionerna utfors fran vinster till hoger. Uttrycket 3 +6 4 13 + 5 tolkas alltsa
som ((346)+13)+5.

Talen som adderas kallas termer och resultatet av additionen kallas summa.

Multiplikation av naturliga tal dr upprepad addition, sa tex

6-7T=T+T+T+T+7+7T7=42.

Aven multiplikation dr som bekant kommutativ, d v's
a-b = b-a for alla naturliga tal a och b. Detta &r inte
lika uppenbart! som for addition. Kommutativiteten dr a
sjdlvklar om man forestiller sig en inrutad rektangel
med a rutor 1 ena riktningen och b rutor i den andra. b
Det totala antalet rutor ¢ dr oberoende av ordningen i ¢

vilken man ridknar dem, och man féir att t = a- b, al- Figur 1: ab=ba
ternativt t = b - a, beroende pa vilken sida man utgar

ifran.

Multiplikationen &r ocksa associativ, dvs a-(b-c) = =
(a-b)-c, for alla naturliga tal a, b och c. Ett ritblock (
med sidorna a, b och ¢ kan anvindas for att inse detta.

Talen som multipliceras kallas faktorer och resultatet °

av multiplikationen kallas produkt. -j

Sammantaget behdver man varken bry sig om ord- a a
ning eller parenteser nidr man bara har en av operatio-
nerna addition eller multiplikation. Da bade addition
och multiplikation dr inblandade, som 1 beridkningen
av 3+4 -7, kommer prioritetsregeln multiplikation fo-
re addition in, sa att 3+4-7 = 3+ 28 = 31. Hir giller alltsa inte ldsriktningspri-
oritet. Vill vi att additionen skall utforas forst maste vi markera det med parente-
ser: (3+44)-7 =7-7=49. Denna utrikning kan ocksa goras med distribution som
(344)-7=3-T+4-7=21+28=49. Allmint giller vid addition f6ljt av multipli-
kation den distributiva lagen:

Figur 2: (ab)c=a(bc)

(a+b)-c=a-c+b-c,

for alla naturliga tal a, b och c. Detta 6vertygar man sig om genom att ta tva rektanglar
som bestar av a - ¢ respektive b - ¢ rutor och ligga dem bredvid varandra.

TAtt 5 pasar med 3 kolor i varje och 3 pasar med 5 kolor i varje ér lika mycket hirligt godis #r inte
uppenbart for ett litet barn.



Om a, b € N sa sdger vi att a &r storre dn b, vi
skriver @ > b, om det finns ¢ € N, ¢ # 0, sadant ¢ c
att a = b+ c. Vi sdger att b dr mindre dn a och
skriver b < a, om a > b. Detta stimmer overens
med den intuitiva uppfattningen om jimforelse
mellan tal ("a &r storre dn b om a ér lika med b Figur 3: (a+ b)c=ac + be

plus lite till"). Vi sdger att a dr storre dn eller lika

med b,a > b,oma > bellera=>b,dvs om det

finns ¢ € N sadant att @ = b+ c. (Notera att a > a, medan a % a, dvs a dr storre dn
eller lika med a, men a ir inte storre dn a.) For a > b definierar vi subtraktion av a
med b, a — b = ¢, dér ¢ dr samma som ovan, d v s

a b a+b

a—b=c, om a=b+c.

I fallet a < b finns inget ¢ € N sadant att a = b + ¢. Subtraktion i det fallet krdver att
man lamnar de naturliga talen. Fragan diskuteras i nésta avsnitt.

Division dr i nagon mening den motsatta operationen till multiplikation, d v s eftersom

42
6-7 =42 sa ir — = 6. I det hir avsnittet handlar det endast om division av naturliga

tal. Multiplikation av naturliga tal 4r som vi nimnde tidigare samma som upprepad

addition och division dr darfor upprepad subtraktion. Vi far alltsa — = 6 eftersom

42 —-7—-7—-T7—T7—7—7T=0. (De gamla mekaniska rdknemaskinerna byggde helt
pa denna princip.) Forutom vanligt brakstreck anvinder vi i texten ibland = som di-
visionstecken?. Antalet ginger man kan utfora subtraktionen kallas kvor. Om man s
smaningom, som i exemplet ovan, kommer till 0, sdger man att divisionen gar jamnt
ut. Om divisionen inte gar jimnt ut far man en rest, d v s ett tal som inte &r 0, men som
ar for litet for att man ska kunna subtrahera vidare. T ex far vi

45-7—-7—-7-7-7—7=3,

45 3
dvs — =6+ —.
7 7
Vid division av 45 med 7 far man alltsa kvoten 6 och resten 3.
Att man vid division av n med m far kvot ¢ och rest r, 4r samma sak som att n kan
skrivas som n = mgq + r, dir resten r dr ett naturligt tal mindre &n m, dvs 0 <r <m.1

exemplet ovan har vi att 45 =7-6+ 3.

Det dr virdefullt att kunna utfora sa kallad lang division av naturliga tal for hand, inte
minst for att underlétta polynomdivision ldngre fram. Algoritmen man anvénder &r all-
tid densamma, men uppstillningen kan variera, tex “’liggande stolen” eller “trappan”.
Vilken man véljer &r helt oviktigt. Hir nedan anvénds “liggande stolen”. Schematiskt
ser den ut sa har:

2Det finns manga tecken som anvénds for att beteckna division, =, :, /, eller ett vanligt brakstreck.



Kvot

Téljare | Namnare

Exempel. Vi 0nskar berdkna 8476 =+ 23.

Losning. For att det skall vara enklare att folja kalkylerna redovisas varje steg i en ny
”stol”. En forklaring ges efter exemplet.

Kvot 3 36 368
8476 23 8476 23 8476 23 8476 23
—69 —69 —69
15 157 157
—138 —138
19 196
—184
12  Rest
Vi ser hir att 8476 -23 =368 med rest 12, dvs 8476 23 = 368 + 12 +— 23, eller, som
47 12
vi 4r mer vana vid att skriva, % =368 + —. Vi kan ocksa skriva om resultatet utan
nagot divisionstecken som 8476 = 23 -368 + 12. U

Om du tycker att algoritmen &r svarbegriplig eller kranglig kan du kanske ha hjélp av
foljande forklaring:

Det &r vildigt opraktiskt att subtrahera talet 23 fran talet 8476 mer @n 300 ganger.
Dirfor effektiviserar man genom att forst rikna ut hur manga hundra ganger 23 gar i
8476. Eftersom 84 +23 = 3 med rest 15 gar 23 minst 300 ganger i 8476, men inte 400
ganger. Vi kan ddrmed skriva hundratalssiffran 3 i kvoten och subtrahera 300 - 23 fran
8476.

Viharatt 84 —3-23 =15 och 8476 —300-23 = 1500+ 76 = 1576. I den andra “’stolen”
ar inte nollorna utskrivna, de dr underforstadda. I den tredje stolen tas inte siffran 6 med
i resten 1576. Det betyder inget, men man brukar gora sa eftersom den inte kommer in
1 kalkylerna 1 detta steg.

I tredje stolen far vi 157 +23 = 6 med rest 19. Alltsa gar 23 minst 60 ganger i 1576,
men inte 70 ganger. Vi far 157 —6-23 = 19 och 1576 — 60 -23 = 190+ 6 = 196. Vi
kan nu skriva tiotalssiffran 6 1 kvoten.

Slutligen far vi 196 23 = 8 med rest 12. Alltsa dr 196 = 8 - 23 + 12 och kvotens
entalssiffra dr 8. Kalkylerna ovan kan sammanféras som

8476 = 300-23+1576 =300-23+460-23+196 =360-23 + 196
= 360-23+8-23+12 =368 23+ 12.

8476 12
Alltsa 8476 —23 = 368 med rest 12, eller 3 =368 + 3

4



Fallet da divisionen a - b gar jamnt ut, alltsa fallet » = 0, dr speciellt intressant. I detta
fall &r a = b - ¢ ddr ¢ ocksa dr ett naturligt tal. Talet a dr alltsa produkten av de tva
faktorerna b och c. Det finns méanga synonymer for detta. Om divisionen a + b gar
jamnt ut sa sdger man att

e ¢ idr delbart med b, eller

a delas av b, eller

b delar a, eller

b ar divisor till a, eller

b ar delare till a, eller

b dr en faktor i a, eller

a ar en multipel av b.

Tex har vi att 8464 — 23 = 368 med rest 0. Detta innebir att 8464 ~ 23 = 368 sa med
andra ord dr 8464 delbart med 23 och 23 en faktor i 8464.

Eftersom a = 1 - a, sa har a alltid delarna @ och 1 (1 4r med andra ord delare till alla
tal). Om b idr delare till a didr b # 1 och b # a sa kallas b cdkta delare till a.

Definition: Tal som &r storre dn 1 och som saknar dkta delare kallas primtal.
Tal som har dkta delare kallas sammansatta tal. Talet 1 dr en enhet och kallas
varken primtal eller sammansatt tal.

Alla tal som dr delbara med tva kallas jamna, 6vriga naturliga tal kallas udda. Att ett
tal n dr jamnt betyder att det ger rest O vid division med 2, d v s n = 2k for nagot natur-
ligt tal k. Att n dr udda betyder att det ger rest 1 vid division med 2 (den enda mojliga
resten forutom 0), d vs n = 2k + 1 for nagot naturligt tal k.

De fem minsta primtalen &dr 2, 3, 5, 7 och 11. Alla jimna tal storre @n 2 har ju 2 som
en dkta delare, sa primtal storre @n 2 maste darfor vara udda tal.

Talet 15 kan skrivas som produkt av primtalen 3 och 5, 15 =3 -5, och 15 har alltsa
3 och 5 som ikta delare. I denna produkt kan faktorernas ordning varieras, dvs 15 =
3-5=>5-3. Bortsett fran det dr faktoruppdelningen unik. For att Gvertyga oss om detta
1 det konkreta fallet kan vi resonera som foljer: Om 15 = a - b, dir a och b ér naturliga
tal storre dn 1, sa dr bade @ och b mindre 4n 15. Nu kan vi antingen testa alla mojliga
produkter av tal mellan 1 och 15, eller ocksa reducera antalet forsok genom att inse
att 4-4 > 15 och att minst ett av talen a och b déarfér maste vara mindre 4n 4. Vi ser
da latt att enda mojligheten att skriva 15 som produkt av primtal, om vi bortser fran
ordningen, dr 15 =3-35.



Resonemanget ovan om mdjliga faktorer giller generellt: Om talet ¢ inte &r ett primtal
sé har ¢ en primtalsfaktor p, 1 < p <./c. Det ir alltsa relativt enkelt att avgdra om ett
visst tal dr ett primtal under forutséttning att talet inte &r sirskilt stort. Tag som exempel
talet 97. Om 97 inte 4r ett primtal sa har det en primtalsfaktor p som uppfyller

p < V97 < /100 = 10.

Det ricker da att konstatera att 97 inte finns i nagon av multiplikationstabellerna” for
primtal mindre 4n 10 {or att dra slutsatsen att 97 dr ett primtal.

For stora tal dr det ddremot tidsodande att avgora om talet dr ett primtal eller ej pa
detta sitt, till och med om det dr ett datorprogram som genomfor undersokningen. Det
finns dock mer sofistikerade och snabbare sitt att undersoka riktigt stora tal om man
har tillgang till en dator.

Det faktum att 15 bara kunde faktoriseras i primtalsfaktorer pa ett enda sitt géller
generellt. Redan under antiken bevisade Euklides i Elementa (bok 9) foljande centrala
sats om uppdelning 1 primtalsfaktorer.

Aritmetikens fundamentalsats: Varje naturligt tal som dr storre dn 1 kan skrivas som
en produkt av primtal. Bortsett fran ordningsfoljden dr primtalsfaktorerna entydigt
bestdmda. (Hdr utvidgar vi begreppet produkt ndgot och kallar dven ett ensamt primtal
for en produkt av primtal.)

Som exempel pa hur man kommer fram till en primtalsfaktorisering ska vi skriva talet
8464 som en produkt av primtalsfaktorer. Vi vet redan att 8464 = 23 - 368, men hir
agerar vi som om vi inte visste det. Talet dr jamnt, sa vi kan skriva 8464 =2-4232. Nu
ska 4232 faktoriseras; det dr ocksa ett jamnt tal. Vi fortsitter bryta ut tvaor sa ldnge det
géar och far 8464 =2-4232=2-2-2116=2-2-2-1058 =2-2-2-2-529. Talet 529
ar udda, sa vi far nu leta efter primtalsfaktorer storre dn tva. Undesokning visar att 529
inte dr delbart med vare sig 3,5,7,11,13,17 eller 19, men vil med 23, 529 = 23 - 23,
och vi far slutligen
8464 =2.2.2.2.23.23 =2%.232,

en produkt av primtal. (Hir anvédnder vi potenser med heltalsexponenter som ett kort
skrivsitt for upprepad multiplikation av ett tal med sig sjilvt, a-a-a-a = a*. Potens-
rikning diskuteras ingaende senare i kursen.)

Ett bevis for att varje tal kan skrivas som en produkt av primtal bygger pa att ett tal
som inte dr ett primtal kan skrivas som produkt av tva mindre tal. Antingen &r dessa
primtal, eller sa kan de skrivas som produkt av dnnu mindre tal, vilka i sin tur antingen
ar primtal eller kan skrivas som produkt av dnnu mindre tal o s v. Processen &r éndlig,
eftersom mingden av naturliga tal, skilda fran noll, har ett minsta element, nimligen
1. Vi avstar hidr fran att visa att faktorerna dr entydigt bestimda, vilket &dr betydligt
knivigare.

En annan av Euklides viktiga satser r:

Sats: Det finns odndligt manga primtal.



Bevis. Antag motsatsen, d v s antag att det bara finns dndligt manga primtal, py, p2, ..., pn.
Bilda produkten M av alla dessa och ldgg till 1. Enligt aritmetikens fundamentalsats
masteda M+ 1= py-py---pp+ 1 vara en produkt av primtal, men det &r inte mojligt
eftersom talet ger rest 1 vid division med vilket primtal p; som helst. Motsédgelsen
visar att vart antagande om att primtalen ar dndligt manga &r felaktigt, alltsa finns det
odndligt manga primtal. O

En lista 6ver alla primtal skulle alltsa bli odndligt lang, men man kan naturligtvis ge
en dndlig lista Over alla primtal upp till ett visst tal. Denna lista kan sedan anvindas
vid primtalsfaktorisering av storre tal. Vill man pa ett systematiskt sitt plocka fram
alla primtal upp till ett givet tal kan man anvidnda Erathostenes primtalssall fran ca
230 fvt. Detta beskrivs i manga larobdcker och kan sékert hittas pa Internet. Idén &r att
utga fran alla naturliga tal fran 2 tom den Onskade Ovre grinsen. Successivt stryker
man alla dkta multipler av primtalen med borjan fran 2, sedan 3, 5 osv. Det minsta
dverhoppade talet som ir storre dn de hittills funna primtalen maste vara nésta primtal
i listan. Da man strukit multiplerna av 2, 3 och 5 dr minsta 6verhoppade talet 7, ddrefter
I1osv.

Testovning

1. Bestam kvot och rest vid division av 937 med 31.

2. Bestiam kvot och rest vid division av 427 med 23.
Svar:

1. kvot 30 ochrest7,dvs 937 =31-30+7

2. kvot 18 ochrest 13, dvs 427 =23-18+13

1.1.2. Negativa tal

De naturliga talen och additionen av siadana ar direkt sammankopplade med antals-
riakning och ddrmed nagot som dven mycket sma barn forstar. Eftersom de ovriga
riknesitten for naturliga tal bygger pa addition, sa finns det en littbegriplig tolkning
ocksa for dessa. Namnet “naturliga” speglar just det sitt pa vilket vi uppfattar talen i N
och deras egenskaper. Da det giller negativa heltal dr situationen lite annorlunda, dven
om ocksa dessa har naturliga tolkningar. Vi édr sedan barnsben vana vid minusgrader
pa vintern och vet att om det dr fem grader varmt (4-5°) och temperaturen sjunker tio
grader, sa blir det fem grader kallt (—5°). Ett annat begrepp som ofta dyker upp i var-
dagslivet ér “skuld”, om man &r skyldig nagon 100 kronor behdver man en hundralapp
for att nollstilla sin ekonomi. Medan begreppet naturliga tal ir ett av de begrepp som
ligger i grunden for all matematik och som inte definieras, maste man definiera de
negativa heltalen med hjilp av de naturliga talen. De naturliga talen och de negativa



heltalen bildar tillsammans mingden av alla heltal, Z. Man definierar sedan de fyra
raknesétten inom den nya talméngden och visar att de har samma egenskaper som rak-
nesitten for naturliga tal (med den visentliga skillnaden att det i Z gar att subtrahera
vilket tal som helst fran vilket tal som helst utan att limna méngden). Vi kommer hér
dock att ndja oss med den intuitiva uppfattningen om negativa tal illustrerad ovan och
repetera hur man riknar med negativa tal utan att ge formella definitioner och bevis.

Vi utgar alltsa fran att vi, givet det naturliga talet n, har en uppfattning om vad (—n)
ar, samt att vi vet hur man adderar och subtraherar i N. Om a,b € N, sa giller

—(—a) = a

(—a)+b = b—a for b>a,
(—a)+b = —(a—b) for b<a,
(—a)+b =

b+ (—a),

( = —(a+D)
)b = (a)+(-b)
a—(=b) = a+b

Exempel:
3+4+(-7) = —(7-3)=—-4
(=3)+7 = 7-3=4
(=3)+(=7) = —(7+3)=-10

Multiplikation definieras som foljer

(<a)-b = b-(~a)=—(a-b).
(_a)(_b) = a'b7

for alla naturliga tal a och 5. Den andra likheten ovan dr den kéinda regeln “minus mi-
nus ir plus”. Detta dr en definition och alltsa inget som kan hérledas. Dock &r det sa att
det inte dr slumpen som avgor hur man véljer att definiera en operation. Multiplikation
av heltal definieras pa ett sitt som garanterar att riknereglerna for naturliga tal fortsét-
ter gélla i Z. Man kan dnda ge en intuitiv forklaring: om man tolkar minustecknet som
byte av sida med avssende pa O pa tallinjen, sa maste tva successiva byten innebéra
att man hamnar pa samma sida nollan som man utgick fran. Likasd, om man séljer en
skuldsedel resulterar det i att man far intdkter.

Exempel:

4.(=7) = —(4-7)=-28
(—4)-(=7) = 4.7=28.



For att illustrera hur man gar till vdga ndr man bevisar att de onskade riknereglerna
fortfarande géller visar vi att en trippel av negativa tal uppfyller den distributiva lagen.
Vi har ndmligen for alla naturliga tal a, b och c att

(=a)-((=b)+(=c)) =(=a)- (= (b+c)) =a-(b+c),
och
(~a) - (=b) +(=a) - (~¢) = (a-b) + (a-¢) =a- (b-+0)

dir vi 1 sista likheten utnyttjar den distributiva lagen for naturliga tal. Ddarmed har vi

visat
(=a)-((=b) +(=¢)) = (=a) - (=) + (=a) - (—¢),
som dr den distributiva lagen for en trippel negativa tal.

Delbarhet fungerar pa samma sitt i Z som i N. Tal som &r delbara med 2 kallas jimna
och har formen n = 2k, k € 7Z, tal som inte &r delbara med 2 kallas udda och kan skrivas
somn =2k=+1, k € Z (£1 betyder att man kan vilja mellan +1 och —1).

Olikheten a > b for a,b € 7 definieras pa samma sitt som for naturliga a,b,dvsa > b
om det finns ett positivt tal ¢ sadant att a = b+ c. Ovriga olikheter definieras analogt.

Testovning
1. Berdkna 5 — ((—4)—7)
2. Beridkna —5-(—4—3)

3. Berdkna —5-(—4)—3
Svar:

1. 16 2. 35 3. 17

1.1.3. Rikneregler

I borjan av kapitlet diskuterades riaknereglerna for naturliga tal. Vi utvidgade sedan
talomradet till att &ven omfatta negativa tal Utvidgningen gjordes pa ett sadant sitt att
savil priorits- som raknereglerna fortsatte att gélla. Nedan sammanfattas de prioritets-
regler och rakneregler som behandlats i kapitlet. Observera att om « ir ett heltal sa kan
talet (—a) vara negativt (om a &r positivt) eller positivt (om a ir negativt).



1.
2.
3.

4.

Prioriteringsordning

Operation inom parenteser
Multiplikation och division
Addition och subtraktion

Vid lika prioritet giller ldsriktningsprioritet

Rékneregler for heltal

For alla heltal a, b och ¢ giller det att

a+b = b-+a kommutativitet

a+ (b+c)=(a+b)+c associativitet
a+0=a identitet

a-b=>b-a kommutativitet
(a-b)-c=a-(b-c) associativitet
a-1=a identitet
(a+b)-c=a-c+b-c distributivitet
a+(—a)=0

a+(=b)=a—>b

—(—a) = a minus minus dr plus
a-(~b) = —(a-b)

(—a)-(=b) = a-b minus minus dr plus
a—(b—c) =a—b+c minus minus dr plus

a—(b+c)=a—b—c
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1.1.4. Ovningar

1.1.1 Bestidm kvot och rest vid divisionerna nedan. Ange svaret vid divisionen n +m
pa formen n = m- g+ r, dér ¢ ar kvoten och r &r resten.

a) 795621 b) 7497 +21
c) Arnigot av talen 7956 eller 7497 delbart med 21?
1.1.2 Skriv talen nedan som produkt av primtal.

a) 495 b) 47502

c) —249
1.1.3 Berikna

a) 7—(=2)-3-9)-(2+(=5)—-8) - (=3-(-5))—-4)

b) (—=4-2)-((=6—(=9)) = ((6—(=7)+3)-((=2)=3)+(=1)-(7—-(-4))))
1.1.4 Skriv om foljande uttryck utan parenteser.

a) a—(=b)-(a+1)—b-(—a+1)

b) ((—a)-(=b)+a-(b—2-(=a)))-(=1+b)
1.1.5 Ordna talen i listorna nedan i stigande ordning.

a) 5,11,-2,4
b) —a,b,—c,d,dira=19,b = —20,c = —18,d = —100

1.2. Brakrikning

Nir man infor de negativa talen sa far uttrycket a — b med a < b mening som ett (nega-
tivt) tal. Pa samma sitt ger man genom att infora rationella tal eller braktal mening at
a--b som ett tal dven da resten inte dr 0. Bade de rationella talen och de fyra riknesit-
ten for dessa definieras pa ett sdtt som garanterar att riknereglerna som listats tidigare
fortfarande giller.
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1.2.1. De rationella talen
Rationella tal eller braktal skrivs E, dér p och ¢ ér heltal och g # 0. Méangden av alla
q

rationella tal betecknas med Q. Utan att ge en formell definition kan vi sdga att P e

det tal som multiplicerat med g ger p. Darmed kan ett heltal p identifieras med det
rationella talet % Det betyder att alla heltal kan uppfattas som rationella tal. Mingden
av alla heltal, Z, dr alltsa en delmdingd till méangden av alla rationella tal, dvs Z C Q.

0

Talet 0 kan skrivas som — for godtycklig ndmnare g # 0. Allmént géller att P —0om
q q

och endast om p = 0. Observera att villkoret g # 0 fortfarande maste vara uppfyllt!

Ett rationellt tal kan alltid skrivas pa (odndligt) manga olika sitt, for om s = 0 4r ett
heltal sa ar

p_s5p

q sq
For att overtyga sig om det ska man inse att om man multiplicerar talet till vinster med
hogerledets nimnare, sa far man precis hogerledets téljare:

P _ Py _
s~q-——s<q~—) =s-p.
q q

(Hér har vi anvént den associativa lagen for en produkt av tva heltal och ett rationellt

tal.) Man siger att braktalet P forldngts med (faktorn) s # O till Q, eller att
q S-q s-q

7 14
forkortats med s till P T exempel dr — och — lika eftersom
q

11 22
727 14
11 2-11 22

I allménhet forsoker man ange braktal pa enklaste formen sa att tdljaren p och ndm-
naren ¢ inte har nagon gemensam faktor utom +1 (sadana tal p och ¢ kallas relativt
prima). Man sidger da att talet dr skrivet pa enklaste brakform. Ett systematiskt sitt
att hitta den enklaste brakformen &r att primtalsfaktorisera tiljare och namnare och
forkorta med alla gemensamma primtalsfaktorer. Vi har tex att

84 22.3.7 2.7 14

30 235 5 5
Man kan forldnga/forkorta med negativa faktorer ocksa och speciellt kan man alltid se
till att ndmnaren dr positiv:

-7 (—=1)-7 7 7 (-1)-7 —7

o E) o u M I T cn T e
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1.2.2. Rikning med rationella tal

Addition (och subtraktion) av braktal med samma ndmnare ges av addition (respektive
subtraktion) av tdljarna med samma ndmnare:

1,5 _1+s_16 11 5 _11-5_ 6

BTGB 1B B Y BB 1B 13

I allminhet maste termerna skrivas om sa att de far samma nidmnare innan man kan
addera eller subtrahera braken. Korsvis forlingning av de tva nimnarna fungerar alltid:

a ¢ d-a b-c d-a+b-c

4= + = .

b d d-b b-d d-b
Det dr dock en god vana att inte forlinga med mer dn nddvindigt, eftersom det &r
jobbigare att rdkna med stora tal och risken att rikna fel 6kar. Da man arbetar med
rationella funktioner, se avsnitt 4.3, blir detta extra viktigt. For att forlinga med sa lite
som mojligt letar man upp den den minsta gemensamma ndmnaren, d vs den minsta
gemensamma multipeln av nimnarna. Ett systematiskt sitt att gora detta dr att prim-
talsfaktorisera ndémnarna och leta upp den minsta produkt av primtal som innehaller
alla faktorer for nimnarna. Om vi tex vill rakna ut

7 +37
12 30’

dir bada talen dr pa enklaste brakform, sa anvinder vi att 12 = 22.30ch30=2-3-
5. De primtal som ingér ér alltsd 2 (med potensen 2), 3 och 5. Den minsta mojliga
gemensamma namnaren ir alltsi 2% -3 -5 = 60. For att f4 denna nimnare si far vi
forlanga med 5 respektive 2:

7+37_5~7+2~37_35+74_109
12 30 5-12 2-30 60 60 60°

Om man slaviskt foljer den allménna principen med korsvis multiplikation far man

istallet
7 37 30-7 12-37 B 210 444 B 654 109

12730 30.12 1230 360 ' 360 360 60
vilket ger jobbigare rikningar.

Oavsett hur man viljer att utfora berdkningarna ska man 1 svaret alltid ange resultatets
enklaste brakform.

Subtraktion av braktal gors pa motsvarande sétt som addition:

a c _d-a—b-c

b d  db
Hir, som for addition, bor man hitta den minsta gemensamma namnaren

7 39 57 439 35 156 35-156 —121 121

12 15 5-12 4-15 60 60 60 60 60
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Hir hade vi 12 =22-3 och 15 = 3 -5, och minsta gemensamma nidmnaren var alltsa
dter 22-3-5 = 60.

Multiplikation av rationella tal ska definieras sa att riknelagarna for heltalsmultiplika-
tion fortfarande giller. Det betyder att:

e Multiplikation med heltal skall motsvara upprepad addition. Alltsa giller tex

C C+C+ +C n-c
d d' d d~ d
nte;rrmer

e Vidare skall multiplikation vara associativ. Alltsa géller

c | c n c 1 c 1 ¢
—_ = G —_— — . — = n-— —=n- — . — .
d d n d n) d n d
Men detta dr mojligt endast om
1 c ¢
nd n-d

e Sammantaget ger detta

¢ _ ley ¢ ac
d “\bvd) " Ybd ba

Vi fick alltsa att den enda rimliga definitionen for multiplikation av rationella tal &r

SR

a-c

b-d

SW

4
b

Division av rationella tal ges av

%_a-c_a/c_a d
S b'd bld b

. a /jc . c a )
Detta motiveras av att kvoten b / p maste vara ett tal A sadant att A - p = b och vi

-d
ser att A = Z— ar det tal som uppfyller kravet, eftersom

- C
ad\ ¢ a (dc\ a
b c)d b \cd) b
Briket < kallas ibland for det inverterade bréket till £ (hiir forutsitts att p, g # 0). Vi

P
skulle da kunna sédga att man dividerar ett brak med ett annat genom att multiplicera
det forsta med det inverterade till det andra.

14



Vid nidrmare eftertanke dr detta intuitivt sjalvklart. Om man har en tolvbitarstarta och
alla ska fa en bit var sa ricker den till tolv personer, men om man bara ger en halv bit
till var och en sa kan dubbelt sa manga fa, alltsa

12
L =12.2=24.

2

I kapitel 1.1.1 da vi riknade med enbart heltal skulle vi sagt att 13 =4 ger kvoten 3 och
resten 1, medan vi nu kallar % kvot. Da handlade det om heltalsdivision som speglar
tex en fordelning: om tretton dgg skall fordelas pa kartonger som rymmer fyra dgg
vardera sa far man tre fulla kartonger och ett dgg over. 1 detta kapitel handlar det om
division for rationella tal. Alla rationella tal kan divideras, kvoten ér alltid ett rationellt
tal.

Ibland kan anvindningen av brakstreck som divisionssymbol bli anledning till fellds-
ning/feltolkning:
b a-c

=a+—= > Dirfor ar det viktigt att veta vad

a
. 7 a a
Viharatt £ = - = ¢ = 2 :
c 2 c

b b-c
a

o . 99 07._99 b a . . .
som avses dd man anvinder “dubbelbrak”. Att £ och - Inte dr samma sak, syns latt
C b

C
i tryckt text, men inte lika litt i handskriven text. Speciellt viktigt dr det att skriva
likhetstecknet pa ritt niva.

Ténk ocksa pa att ett dubbelbrak ofta innehaller ”osynliga parenteser”, vilket illustreras
1 nista exempel.

13
Exempel. Vi skall skriva ﬁ som ett braktal pa enklaste brakform.
63 " 18
Losning. Vi subtraherar i tdljare och och adderar i namnare och utfér sedan divisionen
vilket ger
-2 1 3\ /2 11
T T R VRET
&8
(11 37N (022 +11-7
- \7-11 11-7) " \7-9.2  2.9.7
(11 =21\ 4477\ -10-2-9-7 20
B 11-7 ) "\2:9-7)  11-7-81 99’
efter forenkling. (l

Man ska inte vara snabb med att multiplicera ihop faktorerna i nimnaren. Om man
behaller faktoriseringen #nda till sista steget dr det mycket littare att se vad man even-
tuellt kan forkorta med for att fa svaret pa enklaste brakform.
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1.2.3. Rikneregler

De prioritets- och ridkneregler som géllde for heltalen giller dven for rationella tal.
Hir sammanfattas de ridkneregler som tillkommer for de rationella talen. Observera att
ndmnaren d - b kan vara onddigt stor och att man alltid bor hitta den minsta gemensam-
ma nimnaren istéllet.

Rékneregler

For alla rationella tal, g och 2, dir a, b, c och d idr heltal, giller det att

.c_z+£_d-a+b-c_d-a+b~c
b d d-b bd  db
.g_g_d-a—b-c

b d d-b

a ¢ a-c

® —  — = ——

b d b-d

a ¢ a d

e —— — = — . —

b d b c

Sist i avsnittet ska vi titta narmare pa likhet och olikheter mellan rationella tal.

) a c¢ ) a ¢ ad ad
Likheten — = — dger rum om och endast om (d v s precis nédr) - +—-=—-— = — =1,
. b d . b d b c bc
alltsa om och endast om ad = bc. Bada uttrycken om och endast om och precis ndir be-
tyder att pastaendena fore och efter dr ekvivalenta, dvs att de dr sanna eller falska
samtidigt. Ekvivalens mellan pastaenden skrivs ofta med en dubbelpil, <. Notera att
det madste sta pastaenden pa bada sidor, ekvivalenspilen kan inte anvindas som likhets-

tecken.

Olikheter och rikneregler for olikheter diskuteras nagot i avsnittet om reella tal och
mer ingaende i kursens andra del. Har gar vi hiandelserna i forvig for att komma till
insikt om hur man jAmfor positiva rationella tal.

Antag att a, b, c,d dr positiva heltal. Det &dr rimligt att ha samma definition for olikhet
som tidigare, d v s vi utgar fran att

g>2 om och endast om g—§>0,

Nu kan vi skriva de tva braktalen pa gemensam niamnare, subtrahera, och far

ad — bc
bd

>0 & > 0.

SR
SUe
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“Minus minus ir plus”-regeln siger att detta intridffar om och endast om téljaren och
ndmnaren har samma tecken. Eftersom b,d > 0, har vi att bd > 0 och far slutligen

>0 < ad—bc>0 <« ad>bc.

[Uloe

a
b

Vi sammanfattar

e For alla rationella tal, g och 2, dir a, b, c och d ar heltal, géller det att
= 2 om och endast om ad = bc.

e Om dessutom a, b, c och d ir positiva heltal, giller det att
>

om och endast om ad > bc.

I O I8

Ul

Vi avslutar med att konstatera en av de rationella talens viktigaste egenskaper som
skiljer dem fran heltalen: givet tva olika rationella tal finns alltid ett tredje rationellt
tal mellan dem, dvs om ri,rn € Q, r; < rp, sa finns r € Q sadant att r; < r < rp.

Aven om det later abstrakt #r det i sjdlva verket oerhort Litt att visa, vilj helt enkelt
r+nm
rr =

(talet mittemellan de tva givna). Man kanske har svart att omedelbart in-

se konsekvenserna av detta faktum. En konsekvens &r att det, givet ett rationellt tal,
inte finns ett “nista” rationellt tal. En annan &r att man kan tala om grinsvirden av
rationella talfoljder pa ett meningsfullt sitt.

1.2.4. Ovningar

1.2.1 Skriv f6ljande rationella tal pa enklaste brakform

2 5040 b) 6182 o (—42)-308-230
40320 —616 (—60)-121-(—69)
1 3 1 17 35 49 1 5

d =+Z= 4 4= 4
)4+5 e)3+4+6+8 f)” 5+33

1.2.2 Skriv f6ljande rationella tal pa enklaste brakform

4
9 16 11 26 16 22
b) z—?—(a—7+4)+(?—ﬁ)

17



1.2.3 Skriv f6ljande rationella tal pa enklaste brakform

1 4 6 11 3 38
a) — - ) _______
77 11 24 19 17
) 13 15 55 d 34 12 17
6 4 12 T R G
2 3 9 5 23 9 5
e) — )= — - — f) S ——
5 20 100 19 5 20 100 19
77 4\ (24 6 p 7.4, 24 .6
g {s73) 57 RN ERET
1.2.4 Skriv f6ljande rationella tal pa enklaste brakform
I 1 1 2 2323
[ I 6 8
a) (2+3).(4 3) b) -
16

2 5 7 4

a) a—g,b—g,c—g,d—g
1 2 3 5
b a= b= e T d =g

1.3. Potenser med heltalsexponent
1.3.1. Potenser

I detta avsnitt introduceras begreppet potens for rationella tal, och dirmed naturligt-
vis for alla heltal. Exponenten &dr hir heltal men ldngre fram (i avsnitt 1.7) kommer
exponenten att vara ett rationellt tal och slutligen ett reellt tal. De ridknelagar som pre-
senteras i avsnittet dr allméngiltiga, de géller @ven med reella exponenter.
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1.3.2. Potens med heltalsexponent

Potenser med heltalsexponenter definieras av

@ = 1, fora#0,
a = a,
@ = a-a,
@ = a-a*=a-a-a,
d" = a-d"'=g-a---a, di n irett positivt heltal,
n faktorer
al = ai”: (é)n7 da n d&r ett positivt heltal och a # 0.

I definitionen ovan kan z bara vara ett heltal medan a kan vara savil ett heltal som ett
rationellt tal.

Vid berdkning av potenser av negativa tal maste man vara extra uppmérksam. De be-
riknas naturligtvis pa samma sitt som potenser av positiva tal, sa tex

(=3)*=(=3)-(=3)-(-3)-(-3) =8L.

Man madste skriva parentes runt talet, eftersom —3%* = —81 # (—3)* = 81.

Eftersom (—1)? = 1, sa giller att: (—a)! = —a, (—a)? = d?, (—a)’ = —a® = —(a%)
och allmint
(—a)" = a® om ndr ett jamnt heltal
| —d" om nir ett udda heltal.

. 2
Definitionen av multiplikation for rationella tal PP_PP_ p_2

99 499 4

ger for potenser av

n

n
rationella tal att (£> = p_n I detta fall dr det nodvindigt att anvinda fortydligande
q q . "
parenteser, eftersom man annars far — (75 —n> .
q q

1.3.3. Rikneregler

Vi sammanfattar hir de regler som géller vid rikning med potenser. De kan hérledas
om man skriver ut vad de olika potenserna &r. T ex ar

(23 =(2.2.2)* = (2:2-2)-(2:2-2)-(2-2-2) - (2.2-2) = 234 =212,

19



Potenslagar

For a, b # 0 och m,n heltal giller det att

0__ ax® a"’
o G5
| b/ b
-n__
e = —
a ° (an)m_anm
.am,an_am—i-n
am
m—n
° (ab)n:an.bn [ ) y:a

Vid rikning med potenser giller prioritetsregeln att potenser berdknas fore multiplika-
tion eller division och dven fore addition eller subtraktion, sa t ex

2-32=2.9=18 och 2+3*=2+9=11.
Som tidigare skall operation inom parenteser berdknas forst sa t ex

(2-3)2=6>=36 och (2+43)?=5%=25.

Vid upprepad potensberdkning, som i 233, giller att exponenten beridknas forst sa vi
far

23 = 20" =927 = 134217728 och 253 =253 = 28 — 256,
Ocks4 hir ger parenteser fortur si (2°)3 =83 =512

En liten varning! Det finns ingen standardprioritet for upprepad potensberikning pa
riknare. Vissa kalkylatorer har ”exponenten forst” prioritet, andra har lasriktningsprio-

ritet. Uttrycket 23% kan bl antingen 134217728 eller 512 beroende pa riknarfabrikatet
och ibland t o m pa modellen. Anvind alltid parenteser for sikerhets skull.

Hir sammanfattar vi de prioritetsregler som behandlats hittills.
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Prioriteringsordning

1. Operation inom parenteser
2. Exponent

3. Potens

4. Multiplikation och division
5. Addition och subtraktion

6. Vid lika prioritet géller ldsriktningsprioritet

1.3.4. Ovningar

1.3.1 Berikna
a) 5% b) 2° c) (—3)* d) (—4)3
e) 1100 f) 100! g) 30 h) (—3)°
1.3.2 Skriv foljande som ett braktal pa enklaste form, utan potenser.
a) 272 b) (-3)73 c) 177
1.3.3 Skriv som potenser av 2
a) 1/64 b) 163/210 c) 1283/323

1.3.4 Skriv foljande som ett tal pa enklaste brakform, utan potenser.

5.3-7. (=72 233 3y-1 . /3y 73
y 23105 (7 by B ()
56-10-°

1.4. Reella tal

Var onskan att kunna subtrahera obehindrat ledde oss till definitionen av negativa tal
(och dirmed heltal), medan behovet av rationella tal (braktal) bottnade i att vi ville
kunna dividera obehindrat. Lat oss nu, givet b € Q, b > 0, forsoka hitta ett tal a €
Q, a > 0, sddant att ¢*> = b. Det ir litt for vissa tal b, men inte for andra. For b = 4
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1 1
farvia=2,forb=0farvia=0,b= ) gera= 3 Men, kan man l6sa problemet for

b =27 Det visar sig att svaret dr nej.
Sats: Det finns inget rationellt tal vars kvadrat &r lika med 2.

Bevis. Antag motsatsen, d v s antag att det finns ett rationellt tal r sidant att > = 2.
Talet r kan da skrivas pa enklaste brakform r = B, dér p och g ér relativt prima heltal,
q

dvs p och g har inga gemensamma delare andra #n 41. Eftersom p? = 2¢° maste p
vara ett jamnt tal, p = 2s. Det medfor att 45> = 242, och allts att ¢g*> = 2s. Dirmed
maste dven ¢ vara jamnt. Vi fick att p och g bada ér delbara med 2, vilket strider mot
att de dr relativt prima. Motsédgelsen beror pa det felaktiga antagandet att det finns ett
tal r € Q sadant att r* = 2, alltsa finns inget rationellt tal vars kvadrat dr lika med 2. [J

Givet ett icke-negativt tal b, definieras kvadratroten ur b som det icke-negativa tal q,
vars kvadrat dr lika med b, dvs Vb = a ir samma sak som a >0, a?* = b. Satsen vi
visade ovan sidger att kvadratroten ur 2 inte finns s linge vi med tal menar rationella
tal. Detta antyder att det dr pa sin plats att utfora ytterligare en utvidgning av begreppet
tal — vi har kommit fram till de reella talen.

Det dr mycket svart att definiera vad som menas med ett reellt tal. Vi maste darfor halla
oss till en relativt intuitiv och forenklad bild av begreppet. Den framstillning vi valt att
presentera hir (om &n nagot viftande) bygger pa talens decimalutvecklingar.

Vi dr vana vid att skriva alla tal i ett s k positionssystem med basen 10. Positionssystem
betyder att en siffras virde beror pa dels vilken denna siffra ir, dels vad den har for
plats (position) i talets framstillning. Att ett naturligt tal n skrivs som n = c4c3c2¢1¢o
i basen 10 betyder att n = ¢4 - 10* +¢3- 10 4+ ¢ - 10% + ¢1 - 10! 4 ¢p, didr 0 < ¢ <
9. (Strecket markerar att det inte handlar om en produkt.) Pa liknande sétt kan man
skriva rationella tal, r = n,d;d, #ir samma sak som r =n+d; - 107 +dp - 1072. 1
praktiken hittar man ett rationellt tals decimalutveckling genom att utféra divisionen i

r= E. Talet n dr kvoten vid heltalsdivisionen p =g, p = nq + ry; den forsta decimalen

dj 'airc‘] kvoten vid heltalsdivisionen 10r; +~ ¢, 10r; = d1g + rp, etc. Det ir inte svart
att inse att alla rationella tals decimalutvecklingar antingen &dr dndliga, eller avslutas
periodiskt. Decimalutvecklingen blir dndlig om man i nagot skede kommer fram till
rest 0. Den blir oidndlig med periodiskt avslut om man aldrig kommer fram till rest
0. Periodiciteten beror pa att det endast finns ¢ — 1 mdojliga rester som inte dr noll, sa
att man forr eller senare kommer fram till en rest som varit framme tidigare, varpa
decimalerna upprepas. Det omvinda &r ocksa sant, alla dndliga decimalutvecklingar
och alla decimalutvecklingar med periodiskt avslut ger rationella tal.

1
Exempel. Talet 3 har den dndliga decimalutvecklingen 0, 125.
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5
Exempel. Talet 3 har den periodiska decimalutvecklingen 0,8333.. ..

29
Exempel. Talet i har decimalutvecklingen

% =1,70588235294117647058823529411764 .. ..

De avslutande punkterna innebédr som vanligt att monstret fortsétter obrutet. Siffer-
kombimationen som upprepas periodiskt har maximal ldngd (16).

O

Exempel. Skriv talet r = 0,3535353535... pa enklaste brakform r = P
q

35
Losning. Vi har att 100r = 35+, sa att r = 99’ vilket dr den enklaste brakformen

eftersom talen 35 och 99 ér relativt prima. U

Med ett reellt tal menas ett tal r som ges av en decimalutveckling, dndlig eller odndlig.
Maingden av alla reella tal betecknas R. De rationella talen &r ocksa reella tal, mangden
av alla rationella tal dr en delmdngd av méangden av alla reella tal. Vi har alltsa att

NcZcQcR.

Varje positivt reellt tal har en heltalsdel n, som ér ett naturligt tal, och en decimaldel
(brakdel)
r=n,d1dydsdyds . . .,

dér alla talen d; ir siffror 1 talsystemet med bas 10, d v s naturliga tal mellan O och 9.
Detta ska tolkas som att

d1+d2+d3 . dy 4 ds .
10 100 ~ 1000 10000 = 100000 '

Till varje positivt reellt tal finns ett motsatt, negativt tal

— d d d d d
—r:—n,d1d2d3d4d5...:—(n+—]+ 2 2 2 D +)

10~ 100 1000 = 10000 = 100000

De decimalutvecklingar som idr odndliga och som inte avslutas periodiskt sdgs vara
irrationella tal. Genom att bara ta med dndligt manga decimaler far vi ett rationellt tal
som approximerar det reella talet, tex

31415927

1415927 — 2212240
3, 1415927 = 15500000 = 7
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Ju fler decimaler vi tar med dess bittre approximation far vi.

Man skulle kunna tro att olika tal maste representeras av olika decimalutvecklingar.
Sa dr det inte. Betrakta talet » = 0,9999. ... Det maste vara ett rationellt tal, eftersom
dess utveckling avslutas periodiskt. Vi resonerar som i det tidigare exemplet och far

10r =94 r, dvs r = 1. (Det korrekta forfarandet vore att summera en oédndlig geo-

9 9
metrisk serie, 1 det hir fallet 10 + 100 + 1000 + ---.) Tva decimalutvecklingar repre-

senterar samma reella tal om deras differens dr 0, d vs om skillnaden mellan deras
approximationer nirmar sig 0 ndr man Okar antalet decimaler. Detta innebir att tex
3,25300000... = 3,25299999.. ..

Reella tal kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras, genom att man utfor
operationerna pa deras rationella approximationer. Genom att ta med fler och fler de-
cimaler far man en f6ljd av rationella tal som nédrmar sig (har grinsvérdet) de reella
talens summa, differens, produkt eller kvot. Alla rikneregler och prioritetsregler som
giller for rationella tal giller dven for reella. Ofta dr det Onskvirt att ha en sa enkel
ndmnare som mojligt. Man forldnger darfor med ett lampligt tal sa att nimnaren blir
ett tex ett positivt heltal (om det later sig goras).

V2 V2
Exempel. — = =—.

2 Vaa 2 -

o 1 .
En fordel dr att det dr svart att avgora hur stort talet — idr, medan det dr betydligt

V2
.. 2 1 . . o . ..
ldttare att se att > ~ 0,7. Observera att pe inte kan modifieras pa liknande sitt.

Exempel. Forenkla

B[ —
ST
i

Losning. Vi har

1
7 6

=
ST
e
D=
_l’_

_ “?:(L%).ﬁzm_

O

For att askadliggora de reella talen anvdnder man ofta punkter pa tallinjen. De ratio-
nella talen ligger som det heter titt pa linjen, d v s hur liten stricka vi &n tar kommer
den alltid att innehdlla rationella tal. And4 fyller de inte ut linjen, vi insig tidigare att
det finns ett ”hal” i punkten som motsvarar V/2 som vi nu “fyllt igen” med ett reellt tal.
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I praktiken rdknar vi bara med rationella approximationer till de reella talen, eller med
symboler, som v/2 3, som representerar specifika reella tal. Redan de gamla grekerna
visste att det inte finns rationella tal x sidana att x> = 2, 3, 5, 6 m fl, med andra ord att
\/Z \/§, \/5, v/6 m 1l inte ir rationella tal. Man kan numera visa att det diremot finns
sadana reella tal.

1.4.1. Olikheter for reella tal

I likhet med heltalen och de rationella talen finns det tre typer av reella tal, de positiva,
de negativa och talet 0. Detta gor det mojligt att definiera olikhet, storre édn och mindre
dn for reella tal.

Definition av olikhet: Det reella talet a ar storre dn talet b, skrivs a > b, om
och endast om a — b dr positivt.
Talet a dr mindre dn talet b, skrivs a < b, om och endast om a — b dr negativt.

For alla reella tal a och b finns ddrmed tre mojligheter: a = b, a > b eller a < b.

I detta sammanhang har man ofta anviindning av en praktisk midngdbeskrivning. Sig
till exempel att vi, av ndgon anledning, ar intresserade av alla reella tal x som uppfyller
villkoret x < 5. Ett praktiskt sitt att beskriva denna mingd av tal dr

{xeR:x <5},

som tolkas och utlédses pa foljande sitt. De speciella parenteserna { och } dr midngdpa-
renteser, (vardagligt krullparenteser). De inramar beskrivningen av objekten i méing-
den. Det inledande x € R innebdr att alla objekten skall tillhora médngden av alla reella
tal, kort sagt att alla objekt ir reella tal. Kolon ’:’ ldses sadana att. Efter kolonteck-
net kommer villkoret som skall vara uppfyllt for att ett reellt tal x skall fa vara med i
méngden. I ord ldser man alltsa: méngden av alla reella tal x sadana att x dr mindre dn
5.Viharatt -3 € {xe R:x <5} och 12 ¢ {x € R:x < 5}. Talet —3 tillhér mingden
medan talet 12 inte tillhér méngden.

Mingden av alla positiva reella tal kan skrivas som {x € R : x > 0}, médngden av de
negativa reella talen som {x € R : x < 0} och av de icke-negativa reella talen som
{xeR:x>0}.

3Notera att v/2 endast ir en symbol, det ir beteckningen for det icke-negativa reella tal vars kvadrat
ar 2.

25



Mingdbeteckningen kommer vi ocksd att anvinda . . [a, b]
for andra grundméngder dn de reella talen. Man kan

tex skriva {x € Z : x> < 5} vilket betyder ming- a b )
den av alla heltal vars kvadrat #r mindre 4n 5, dvs W (a, ]
{-2,-1,0,1,2}. o l: [a,b)
Man infor de tva sk oédndligheterna, symbolerna —oo - . (—o0, b]
och oo som uppfyller —oo < x < oo for alla reella tal x. b (a, 50)
Observera att odndligheterna inte ir reella tal. a '

Vissa méingder, sé kallade intervall, forekommer myc-  Figur 4: Olika typer av intervall
ket ofta. Darfor dr det praktiskt att ha speciella beteck-
ningar for sadana. Notera att grundméngden hir alltid &r de reella talen.

b] = {xeR:a<x<b}
b) = {xeR:a<x<b}
(a,b] = {xeR:a<x<b}
b)
b]

a,b) = {xeR:a<x<b}
(—o0,b] = {x€eR:x<b}
[a,0) = {xeR:x>a}

Ligg marke till att ‘(’ respektive ’)’ betyder att dandpunkten inte dr med och att ‘[’
respektive ‘]’ betyder att indpunkten dr med.

1.4.2. Rikneregler for olikheter

Ocksa for olikheter giller vissa rdkneregler. De kan alla hirledas fran definitionen av
olikhet. Vi ger hir ett exempel pa regel och hirledning.

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregeln: Om a och b dr reella tal sadana att a < b sa
gdller det att a+ ¢ < b+ c for alla reella tal c.

Losning. Vi berdknar differensen (b + c¢) — (a+ ¢) och skall visa att denna dr positiv
oma <b.Men (b+c)—(a+c) =b+c—a—c=b—a,som ir positiv eftersom a < b.
Vi har ddrmed visat atta+c <b+coma < b. O

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregeln: Om a och b dr reella tal sadana att a < b
och ¢ <0 sd gdller det att a-c > b-c. (Det dr den olikhetsregeln man i sirklass oftast
gor fel pa.)
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Losning. Viberdknar differensen a-c — b - c och skall visa att denna &r positivom a < b
ochc<0.Mena-c—b-c=(a—Db)-c.Eftersoma<b,dvsa—b <0, ochc <0 har
vi att bada faktorerna i den sista produkten dr negativa. Alltsd dr produkten (a —b) - ¢
positiv, vilket innebédr atta-c > b-c. U

Vi aterkommer till olikheter i del 2.

Rékneregler

For alla reella tal a, b, c och d, giller det att
e Oma<bochb <csagillera<c
e Oma<bsagillera+c<b+c
e Oma<bochc<dsagillera+c<b+d
e Oma<bochO<csagillera-c<b-c
e Oma<bochc<Osagillera-c>b-c
e Om 0 < a < bsa giller a® < ab < b?
e Oma < b < 053 giller a> > ab > b?
e Oma,b > 0ocha® < b*sd gillera < b

e Oma,b < 0och a?® < b*sa giller a > b

1.4.3. Ovningar

1.4.1 Giller det att
a) 2€{xeR:x<3}? b) 2<3?
(Symbolen < utldses mindre dn eller lika med. Talet 3 4r med 1 mingden.)
c) Ardet nagon skillnad pa utsagorna i (a) och (b) ovan?

1.4.2 Visa att riknereglerna for olikheter i avsnitt 1.4.2 giller genom att anvdanda me-
toden som presenteras i exemplet i samma avsnitt.

1.4.3 Ge exempel pa reella tal a, b, ¢ och d sadana att

a < boch c <dmendira—c < b—d inte giller.
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1.4.4 Skriv talen nedan pa decimalform.

17 7 3

1.4.5 Skriv talen nedan pa enklaste brakform.

a) —2,33333... b) 0,852852852... c) 1,2399999...

1.5. Absolutbelopp

I detta avsnitt introduceras ett viktigt begrepp, ndmligen absolutbeloppet av ett reellt
tal. Absolutbeloppet dr i grund och botten ett avstand, och darfor alltid ett icke-negativt
tal.

Definition: Om a ir ett reellt tal sa dr absolutbeloppet av a

a om a>0,
la| =
—a om a<0.

Tank pa att —a &r det motsatta talet till a. Om a &r negativt sa dr —a positivt, sa tex ar
=3 =—(=3)=3.

Av definitionen foljer direkt att |a| = |—a| >0 p——a=lal_p—b=1b —
for alla reella tal a. En geometrisk tolkning av . | —
absolutbeloppet ér att |a| talar om hur langt fran a 0 b

punkten O som punkten a ligger pa tallinjen, d v s p—b—a=la-b —y
|a| &r lika med avstandet mellan a och 0. ' b
a

Om a och b ér tva reella tal sa dr |a — b| avstandet
mellan a och b pa tallinjen. Vi har tex att —7 och
3 ligger pa avstandet 10 fran varandra, eftersom |—7 — 3| = |—10| = 10.

Figur 5: Olika avstind

Exempel. Vi soker de tal x som uppfyller |3 — x| = 5.

Losning. Vi soker de punkter pa tallinjen, som ligger pa avstandet 5 fran 3. Det &r tva
punkter, en till hoger om 3, nimligen 3+ 5 = 8, och en till védnster, 3 —-5=-2. [
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Exempel. Vi soker de tal x som uppfyller |3 — x| < 5.

Losning. Nu soker vi de punkter pa tallinjen, som ligger pa avstand hdgst 5 fran 3. Det
ar alla punkter som ligger mellan 3 och 3+ 5 = 8, eller mellan 3 och 3 —5 = —2, alltsa
alla punkter mellan —2 och 8, och vi far

{xeR:|3—x|<5}={xeR:-2<xochx<8}={xeR:-2<x<8}=[-2,8].
U

Tidigare definierades /x, for x > 0 som det (enda) icke-negativa tal vars kvadrat ir x.
Det betyder att /4 =2, och dirmed att v/22 = /(—2)2 = /4 = 2. Generellt giller att

Va2 = |a| for alla reella tal a.

1.5.1. Ovningar

1.5.1 Bestim
a) [7| b) [-7| c) 0]

1.5.2 Bestdm alla reella tal x sadana att
a) |x+1|=1 b) 3—x]=7,5 c) |x+4/=0
d) [3—2x|=5 e) |x—2|=-2

1.5.3 Ange (utan beloppstecken) de x, som satisfierar
a) |x—1]<2 b) |x+3|<5 c) [x+3|>5
d) |x+2[/<0 e) 2<|x—2|<3 f) x+1|/>0

1.6. Kvadratrotter

Vi har redan tidigare haft anledning att definiera och kommentera kvadratrotter. Hér
gor vi det nagot mer systematiskt. Vi aterkommer till amnet i kapitlet om funktioner.
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1.6.1. Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom produkten av savil tva positiva tal, som tva negativa tal, dr positiv sa géller
det att

x2 = x-x >0 for alla reella tal x.

Alltsa har ekvationen x> = b ingen reell 16sning om b < 0. I avsnitt 1.4 behandlades
svarigheterna med att avgora huruvida en viss ekvation har 16sningar i det talsystem
man arbetar med. Dir papekades att ekvationen x> = b alltid har en (d vs minst en)
reell 16sning om b > 0. I sjilva verket har den alltid tv4, tex har ekvationen x*> = 9
l6sningarna 3 och —3.

Definition: Med kvadratroten ur b, \/b, diir b > 0, menas det icke-negativa,
reella tal, vars kvadrat dr b.

Notera att v/b > 0. Alltsa dr v/9 = 3 och inte —3 eller 3. Det giller ocksa att V0 =0.
Enligt definitionen har vi alltsé att (v/b)> = b. Men det giller ocksi att

(- = (8)-(-9) () =

Alltsa giller det att:

Ekvationen x?> = b har for b > 0 tvi olika reella Iosningar (ibland dven
kallade rotter): v/b och —v/b

Man skriver ibland x> = b < Xip = j:\/E, for b > 0. Med detta menas alltsa att
ekvationen har I6sningarna x; = \/l_) och x; = —\/E

Exempel. Ekvationen x2 = 9 har séledes losningarna (rotterna) xj o = +9 = +3,
dvsx; =3 ochx, =—-3. O

Exempel. Ekvationen x% = 20 har l6sningarna (rotterna) xj o = +v20 = +24/3, ef-
tersom direkt kontroll ger att (2v/5)> =2-2-v/5-v/5 =4(3/5)? =4-5=20. O
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1.6.2. Rikneregler

Av definitionen av kvadratrot far vi féljande rakneregler:

Rikneregler for kvadratrot

e (\a)*=a for a>0.

° \/&\/E:\/ab och %:\/g, for a>0 och b > 0.

o Va2 =|a| forallareellaa, dvs
\/;:aomaEOOCh\/a_:—aoma<0.
e Va2-b=|a|-vb for b>0 och alla a,dvs
m:a-\/l_)omaEOOCh\/az—-:—a- boma <O0.

1 a
=—~—, oma >0.

o% P

! —\/__\/E ! :\/a+\/g,a7éb,a,b>0.

) Vaivh a—b OCh\/_—\/l; p—

Den forsta punkten foljer direkt av definitionen av kvadratrot eftersom /a dir det icke-
negativa tal vars kvadrat ir a.

Punkt tva kan bevisas genom att vi konstaterar att \/5- \/E > 0 och att
2 2 2
<\/5.¢5> = (va)*- (@) —a-b.
Alltsé ir \/a- /b = \/a- b enligt definitionen av kvadratrot.
Pa liknande sitt bevisas regeln for roten ur en kvot och de tva efterfoljande reglerna.

Den femte regeln foljer av

L VA Ja_va

Va  a-a (JaE  a

Metoden som anvénds i sista punkten kallas forldngning med konjugatuttryck. Uttryc-
ken \/a — v/b och \/a+ /b kallas konjugerade, eller varandras konjugat. Om man
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multiplicerar de med varandra sa far man (se avsnitt 1.8 for den s k konjugatregeln)
(Va+Vb)(va—vb) = (Va)* —vavb+avb— (Vb)* = (Va)* - (Vb)* =a—b.

De tva sista reglerna kan nu visas genom att man forlanger med konjugatet, sa tex for
den forsta likheten har vi

! va—vb :\/a_\/l_)fbra%b,a,b>0.

Va+vb  (Va+Vb)(Va-vb)  a-b

Anmirkning. I allménhet, alltsa for de flesta tal a och b, &r

Va+b#a+Vb.
Till exempel ger a = b = 1 att \/a+b = /2, medan \/a+ /b = 2. P4 samma siitt ir i
allminhet

Va—b#+/a—b.

Exempel. Hir kommer ett antal exempel pa hur man kan anvénda riknereglerna.

(a) Ekvationen 4x> —3 = 0 far vi till x> = 3/4 genom att addera 3 till bida leden
och sedan dividera dem med 4. Den har ddrmed 16sningarna

3 V3
— /D=4
12 \/; 2

(b) Den tredje punkten ger
(=3)2=v32=3=|-3|.

(c) Den fjiarde punkten handlar om att bryta ut ur eller multiplicera in faktorer i
rotuttryck och vi har tex

V12=v22.3=23

_z.@:_<2.\@>:_ 23

(d) Den fjirde punkten ger ibland mdjlighet till forenkling om man har flera rotter
sadana att talen under rottecknen har gemensamma faktorer. Har kommer ett
exempel

V3+ V124 V2T +V48 = V3 +2V34+3V3+4v/3 = 10V3.

och
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(e)

®

€y

(h)

Den nést sista punkten ger tex

Forlingning med konjugat (sista punkten) ger att man kan skriva om uttryck som

1
5+6

pa foljande sitt

1 5-v6 5-v6  5-v6 5—-6

S+V6 (5+VO)(5-VE)  $-(V6p  25-6 19

sa att man far heltalsndmnare.

Vi kan jamfora storleksordningen mellan tal som innehaller kvadratrotter utan
att anvinda riknare. Lit oss jamfora talen v/2 4 1 och v/5. Eftersom vi inte vet
vilket av dem som #r storst, skriver vi fragetecken mellan dem. Vi anvinder
raknereglerna for olikheter. Bade vinster- och hogerledet &r positiva, alltsa far
vi samma olikhetstecken efter kvadrering

V2412V5 & (V2+41)22(V5)?2 o 442V2+125 < V2?0

Eftersom /2 > 0, giller V241> /5.

1
Hir visar vi att —————— > 1. Enligt rdknereglerna for olikheter kan vi for-

3(V3-2)

langa med 3 och istéllet visa att > 3.1 =3, eftersom 3 > 0. Vinster-

1
V3-42

ledet kan nu skrivas om

1 V34V2
AR 32 =V3+V2.

Vi anvinder aterigen riknereglerna for olikheter: v3++1v2 >3 < (V3 +
V2?2 >9 & 342V64+2>9 & V6>2 & 6> 4, vilket ir uppenbart,

1
alltsa 4r det sant att ——— > 1.
3(v3—-2)
O
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1.6.3. Ovningar

1.6.1 Forenkla
a) /0,49 b) /90000 ¢) vV6-V75 d) +/10//125

e) VI2—+3 ) V2 - V4 +V8+ V16 - 32 +
V64,

1.6.2 Los ekvationen
a) x*—25=0 b) 5—x*=0 ) x2—4=0 d) 16—6x2=0
e) x2=0

1.6.3 Skriv med heltalsndmnare
a) 2/V6 b) 3/v21 ©) 1/(V3+V2)
d) 2/(V11-3) e) 1/(2—/5) f) (V6—+3)/(V6+3)

1.7. Potenser med rationell exponent
1.7.1. n-te roten ur reella tal

Man kan visa att, om b > 0 och n ir ett positivt heltal, sa finns, i likhet med specialfallet
n = 2, precis ett icke-negativt tal a sadant att " = b. Om n &r ett jamnt tal sa géller
ocksd att (—a)" = b. Om n ir ett udda tal sa giller istillet att (—a)" = —b. Detta leder
till foljande definition av n-te roten ur ett icke-negativt tal.

Definition: Om r ir ett positivt heltal och b > 0 ir ett reellt tal, s menas med
n-te roten ur b, \/b, det icke-negativa reella tal vars n-te potens ir b, d v s som
uppfyller (v/b)" = b.

Om b ir ett negativt tal och n ir ett positivt, udda heltal s& menas med /b det
negativa reella tal vars n-te potens dr b, d vs som uppfyller (\'VE)" =b.
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Ekvationen x" = b, dir b reellt tal och n ar ett o _ 3

= Yy=x
positivt heltal, har di foljande reella Iésningar e
(rotter): a a
Vb
1. x = /b, om n ir ett udda (positivt) heltal, —\I/E Ja / v
2. x=+b,omb >0 ochn ir ett jamnt (po- b b

sitivt) heltal,

: . : 2 3
3. saknar reella rotter om n dr jadmnt och b < Figur 6: Grafen till x* och x

0 (roten /b ir i detta fall inte definierad).

For udda n = 1,3,5,... giller att: v/—b = —+/b. Definitionen av /b giller dven for
n =1, vi har d& att v/b = b for alla reella tal b.

Exempel. Eftersom 2* = 16 och 5% = 125 s far vi
V16 =2, V125 =5 och v—125 = —5.

direkt fran definitionen. O

1.7.2. Rikneregler

Foljande rikneregler for n-te rotter bevisas pa samma sétt som motsvarande regler for
kvadratroten.

Rékneregler for n-te rotter

(\’75)" =a, for a > 0 om n dr jamnt, for alla a om n 4r udda.

Va* =a foralla a om n ir udda.

Va' = |a| om n idr jamnt.

Wa-/b=+/ab och ng/%, for a >0 och b > 0.
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Exempel.
(a) V81 =vV3*=vV33.3=3V3
(b) V=81 =+/—3*={/(=3)33.3=-3V3

Precis som for kvadratrétter géller i allménhet

Va+tb# a+Vb.

1.7.3. Potenser med rationell exponent

I detta avsnitt definieras vad som menas med en potens med rationell exponent. Defi-
nitionen bygger bade pa potens med heltalsexponent (avsnitt 1.3) och pa definitionen
av n-te roten som gjordes i foregaende avsnitt. Manga av n-te rotens egenskaper &r
lattare att ta till sig efter en omskrivning som potens med rationell exponent. I slutet
av avsnittet “Oversitter” vi en viktig egenskap fran potenssprak till rotsprak.

Definition: Om @, (n > 0), &r ett rationellt tal och b > 0 ir ett reellt tal sa
n

ges b av

bn = /bm.
Speciellt giller

b = /b,

Om m,n > 0 giller definitionen dven {for b = 0.

Speciellt dr b = Vb. Exempelvis giller for kvadratroten, att
Vb =/b=b3.
Heltalet m kan skrivas som ? For att definitionen ovan ska vara lyckad maste ™ = at.

o . m m s-m .o
Som tur #r far vi aT = a™ = a™. Inte nog med det, eftersom — = —— for alla
n s-n
s € Z,s # 0, vore det olyckligt om det skulle visa sig att resultatet dr beroende av s. Sa

ir det inte, for positiva reella tal b och s,n > 0 giller att bn = bsn . Istillet for att ge ett
generellt bevis illustrerar vi detta med ett exempel (exakt samma metod fungerar for
allmédnna m,n, s).
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Exempel. For b > 0 giller att b3 = bs.

Per definition har vi att b3 = v/ b2, medan bs = /b*. For att visa att bada talen &r lika
6
med varandra riicker det att visa att (\/3 b2> = b* (det skulle betyda att Vb2 ir ett

positivt tal vars sjitte potens ir b*, och allts3 att Vb2 = v/b%). Vi har

6 3\ 2
() = () ) ==,
och diarmed har vi visat att b% = b%. [l

For udda helltal n kunde vi definiera \"/Z aven for b < 0. Man anvinder darfor ibland
skrivsittet bn for udda n dven da b < 0. Hir krdvs dock stor forsiktighet, beroende pa

att rationella tal inte har en entydig framstéllning pa formen B. Man maste komma

ihdg att definitionen bn = /b endast giller for b > 0. Att det inte gar att generellt
definiera potens med rationell exponent for negativa tal framgar av foljande exempel.

1 1 2
Exempel. Vi har att (—27)% = +/—27 = —3. Men vi har ocksj att iT ¢ Om man
skulle tillimpa definitionen av bn = /b med b = —27 skulle man &

3= (=27)3 = (=27)6 = {/(=27)* = /36 =3,

en motsigelse. U

1.7.4. Rikneregler

Med hjilp av ridknereglerna for n-te roten ur ett positivt tal och riknereglerna for poten-
ser med heltalsexponent kan man visa att potensuttrycket b» med rationell exponent
for b > 0 lyder samma potenslagar som potens med heltalsexponent (se avsnitt 1.3.3).

Potensregler

For alla positiva reella tal @ och b och alla rationella tal x och y giller det att

° aO — 1 ° (ax)y — ax~y
o & & = ax+y o
o — =g
° (ab)x:ax.bx ay
.(f)x:a_x ch”:l
b b* a*
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Potensregeln (a*)” = @ med x =1,y =L (n och m dr heltal, storre &n eller lika med
2) kan skrivas om till en rikneregel for n-te rotter:

\/Va= "Ya,forallaa>0ochallamneN, mn>2

Exempel. Hir édr nagra exempel pa hur man tillimpar riaknereglerna.

— /a5 fora > 0.

/2

W)
N

1 1 1,1
(@) Va-va=a?-a’>=a’"3i=a

1

)

1

(b) \/V2=(23)s =2
© ¥125= V33 = (3t =50=5i =15
d) V2-V3=v2.V32=8.9=72

() V2—V8+V16=v2-2+2V2=3V2-2

—_
‘

ol
[ere]

A

1.7.5. Ovningar

1.7.1 Forenkla
a) 27'/° b) 4707 0) (V8
d) 21/3.0-4/3 e) 31/2/9-3/4 f) 372/3/(1/3)74/3
g) (0,0016)025

1.7.2 Forenkla

a) V9 b) /8 c) V=24 d) V3
o) VV2 H VY5 g) 4/V16

h) /81— /9+v12—v27—+/3V3
1.7.3 Forenkla

a) V3a2-v9a b) x//x ¢) Jx
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& VVab e) Va//a ) \/xd/a/x

1.8. Algebraiska omskrivningar

Syftet med algebraiska omskrivningar &r att framstilla algebraiska uttryck pa den form
som dr lampligast for det man sysslar med. Man talar ofta om “forenkling”, men det
giller att komma ihag att ordet “enkelt” kan betyda olika saker i olika sammanhang.

Vid algebraiska omformningar utnyttjas alla de rikneregler som géller vid rdkning med
reella tal, potenser, olikheter etc. Man bor déarfor vara synnerligen vil fortrogen med
dessa.

Nir man skriver produkter med variabler inblandade utelimnar man ofta multiplika-
tionssymbolen. Produkten 6 - a skrivs 6a, a- b - ¢ skrivs abc osv. Da man utelimnar
multiplikationssymbolen maste man vara sidker pa att detta inte orsakar missuppfatt-
ning, abc skulle kunna vara en variabel istéllet for en produkt av tre variabler. Hur skall
2m+10cm tolkas? Betyder det 210cm eller 2-m+10-c-m=2-(1+5-¢)-m? Det beror
helt pa sammanhanget. I detta kapitel skall abc tolkas a-b - ¢ och 2m + 10cm betyder
2-m+10-c-m. I tryckt text dr konventionen att lutande stil betecknar enstaka variab-
ler, sa att flera lutande bokstdver i rad betecknar en produkt av motsvarande variabler.
Enheter for meter, liter etc skrivs rakt, likasa bokstavskombinationer som ir funktions-
namn eller liknande. T ex betecknar sinx funktionen sinus virde i punkten x, medan
sinx tolkas som s-i-n-x;2m+10cm =2-m+10-¢-m, medan 2 m+10cm=210 cm.

Exempel. Hir dr nagra exempel pa hur man med de vanliga riknereglerna kan férenkla
algebraiska uttryck.

(@) 10m—9y+5y+Tm+4y—m= (10+7—1)m+(-9+5+4)y=16m+0-y =
16m

®) m—la—b—(c—m)|=m—[a—b—c+m|=m—a+b+c—m=b+c—a
(¢) 3abc-a’bc? - (—4b*) =3-(=4)-a-a®>-b-b-b*-c-c* = —12a*b*c?

@) (3x%32)* =34 (D)4 (3)*- 74 = 818y 24

(e) (2x+3)(4x*> —6x+9)

= 2x-(4x® —6x+9)+3- (4> —6x+9)
= 2x-4x* —2x-6x+2x-9+3-4x*—3.-6x+3-9
= 80— 122 +18x+12x% — 18x +27 = 8x° +27

Vissa omskrivningar forekommer sa ofta att man behover kunna dem aktivt. Det ricker
inte att veta att de finns och kunna sla upp dem i en formelsamling. For att kunna rdkna
”med flyt” krivs en hel del utantillkunskap.
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Foljande viktiga identiteter behdver man kunna utantill:

(a+b)? = a® +2ab+ b?

Kvadreringsreglerna: { (a—b)? = a® —2ab+ b = (b—a)?

. @~ = (a+b)(a—b)=(a—b)(a+b)
Kuberingsreglerna: (a+b)® = a’+3a*b+3ab*> + 1’
g g . (a—b)3:a3—3azb—|—3ab2—b3

3_13 2 2
. . a’—b’ = (a—b)(a*+ab+b*)
Faktoruppdelningarna: { @B +1° = (a+b)(®—ab+b?)

\ » »
2 T b2 - T b2 T
a ab a ab b b
Taer Kb' T a T a
2
ab b b (a=0| . _p a—b
l N\ l N\ l \
= —F— b —7 A—b —+4—a — b—~ A—b—
~ a+b e A a 4 A a A —
~ a+b 7

Figur 7: Nlustration till kvadrerings- och konjugatreglerna

Exempel. Hir foljer forst tre exempel pa hur man kan anvinda reglerna for att utveckla
en potens (d vs “Oppna parenteserna’) och sedan tre exempel pa det omvianda da man
faktoriserar ett uttryck (framstéller det som produkt av enklare uttryck).

a (3a+4b)* = [kvadreringsregeln] = (3a)? +2-3a-4b + (4b)?> = 9a® +24ab +
1602

b (3+x%)(x* —3) = (x* +3)(x* — 3) = [konjugatregeln] = (x?)> —32=x*—-9
¢ (x—2y)? = [kuberingsregeln]
= X =322 294+3-x-(2y)2 = () =X — 6y + 12xy> — 8)°
d 4x? —9a* = (2x)? — (3a?)?> = [konjugatregeln] = (2x+ 3a?)(2x — 3a?)
e 12x* —2x° — 18x3 = [alla gemensamma faktorer brytes ut]

= 20 (6x—x*—9) = —2x° (x> —6x+9)
= [kvadreringsregeln] = —2x> - (x —3)?
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f x*4+8x°% =x- (2 +8)%) =x- (x* +(2%)?)
= [enligt formeln for (a® +5°)] = x- (x+2y%) (x* —x- 2y* + (2y%)?)

= Xx- (x—i—2y2)(x2—2xy2+4y4) -

Exempel. Hir ér ett par numeriska exempel pa hur man kan anvinda riknereglerna. I
de tva forsta berdknas kvadraten av ett tal med enkla rakningar.

a 232 = (20+3)?> =207 +2-20-3+3% =400+ 120 +9 = 529.
b 292 =(30—-1)>=30%>-2-30-1+ 1% = 841.

¢ 377 —332=(37-33)-(37+33) =4-70 =280 .

OBS: Uttrycket a” + b? (liksom a® + ab + b* och a* — ab + b?) kan ej faktoruppdelas
(med reella tal).

En generalisering av formeln for a® — b° dr allméinna konjugatregeln.

an_bn:(a_b)(an—l+an—2‘b+an—3_bZ_i__H_i_a.bn—Z_'_bn—l)

som visas genom att utveckla hogra ledet.

1.8.1. Pascals triangel och (a + b)"

Koefficienterna i utvecklingen av (a + b)" kan bestimmas med hjélp av Pascals tri-
angel:

n=20 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
osv

Raden med n = 3 ger kuberingsregeln
(a+b>=1-a>+3-a*> b+3-a-b*+1-b°
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och raden med n = 5 innebdr att
(a+bY°=1-a>+5-a*-b+10-a> - b*+10-a*> - b* +5-a-b* +1-b°

Ett tal i triangeln fis genom addition av de tvi tal, som stir nirmast snett ovanfor?.
For att inse att detta ger koefficienterna i utvecklingen kan vi titta pa (a + b)4. Vi har
att (a+b)* = (a+b)-(a+b)>. Men (a+b)> = a® +3a’b+3ab® +b>. Alltsi ir

(a+b)* =a-(a® +3a’b+3ab® +b*) +b- (a® + 3a*b + 3ab* + b°).

Man far en term ¢°b ur bada produkterna, dels b - a3, dels a - 3a*b. Koefficienten for
@3b ir alltsd summan av koefficienterna for a> och a?b.

Exempel. Hir ir tre ytterligare exempel pa hur man anvinder Pascals triangel.

a (a—b)*=(a+(-b))*

= a*+4a’(=b) +6a*(—b)* + 4a(—b)* + (—b)*
= d*—4d°b+64’b* — 4ab’ + b*

b (a+b)® =a®+6a°b+ 15a*b* +20a°b> + 15a*b* + 6ab> + b°

¢ (2a+b)? = (2a)> +3(2a)*b +3(2a)b* 4+ b* = 8a° + 12a’b + 6ab® + b’ -

1.8.2. Rationella uttryck

Ett uttryck kallas rationellt om det dr en kvot mellan tva algebraiska summor av termer
som 1 sin tur dr produkter och heltalspotenser med positiv exponent av variabler, even-
tuellt med reella tal som koefficienter. Rikning med rationella uttryck foljer samma
riakneregler som rikning med rationella tal. Vid addition dr det ldmpligt att forlanga
med “’sa lite som mojligt”. Man bestdmmer i sa fall minsta gemensamma nimnare i
stillet for att “multiplicera korsvis” pa liknande sitt som vi gjorde for rationella tal.
For att bestimma minsta gemensamma nidmnare behdver man faktoruppdela de olika
termernas namnare. Primtalen hidr motsvaras av algebraiska uttryck som inte gar att
faktorisera reellt. I detta avsnitt arbetar vi med hjilp av kvadrerings-, kuberings- eller
konjugatreglerna. Senare kommer vi dven ta hjélp av faktorsatsen och polynomdivi-
sion.

Exempel. Hir ér ett antal exempel pa omskrivningar av rationella uttryck. Notera att
hoger- och vinsterledet inte alltid dr definierade for samma variabelvérden.

“Det finns dven en allmin formel for koefficienterna i utvecklingen (a4 b)". Det vore olyckligt att
behova skriva upp 999 rader i Pascals triangel for att ta reda pa en koefficient man behover i tusende
raden.
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(a) En anvindbar regel dr

som ger att

30x%y7 235041 5%

5
b o 3 -3
®) g0 = 223,07 2327
@ FZY _ X7y y—x

-2 x(y—x) \x(—x)

b 1 b (a +b2+2ab) (a®> —b?)

d 2 -
@ ( + - ) <b az) ab a’b

_ (@®+b*+2ab)-a*h  (a+b)>-a  (a+b)a
~ ab-(a®—b?)  (a+b)(a—b) a—b

5 I 3x+1
(e) =3 5 + lx_—-i_xz = [faktoruppdela nimnarna] =

5 1 3x+1
2x—1) 3x (x+1)(x—1)
= [minsta gemensamma nidmnare dr2-3-x-(x+1)- (x —1)]

5-3x(x+1) 1-2(x+1)(x—1) (B3x+1)-2-

)

3x

20— 1)-3x(x+1) 3x-2(x+1)(x—1) (x+1)(x—1)
(15x% +15x) — (22 —2) — (18x> 4+ 6x)  —5x>+9x+2
2-3-x(x+1)(x—1) o 6x(x2—1)
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1.8.3. Uttryck som innehaller rotter

Vid omskrivning av rotuttryck kan man givetvis anvéinda alla de rikneregler som giller
for reella tal. Det man speciellt skall tinka pa dr att (\/5)2 =a om a > 0, och att
Va2 = |a| for alla reella a.

Exempel. Hir dr tva exempel pa forenklingar av rationella rotuttryck

2
— - ve—3
a 3-¢ __° 3 :—( ¢ ) =—+v/c—3 om ¢ > 3.
vVe—3 vVe—73 ve—=3
Observera att uttrycket +/c — 3 dr definierat om ¢ —3 > 0, dvs om ¢ > 3, men
1/+/c — 3 dr definierat endast om ¢ > 3.

a a

a
Vi +d  \Ja2(1+a) Va>-/1+a

B a [ 1/V/1+a om a>0,
_|a\~/1+a_ —1/V/1+a om —1<a<0.

OBS: Var uppmairksam pa tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotut-
tryck! 0

b
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1.8.4. Ovningar

1.8.1 Forenkla

a) 10t —14u+7v—t—8v+14u—8v—u
b) 70a+20c+33x+c—x—28a—40a—9c+41x

1.8.2 Forenkla
a) m+2p—(m+p—r) b) 3c¢—(2a+c—5b)— (2b—2a)
¢) 7a—2b—[(3a—c)—(2b—3c)]
1.8.3 Forenkla
a) 2xz’-10xz b) a’b*c-(—3ac?)-9abc
) —2p%qr-pq’s®-(~Tqr’)
1.8.4 Forenkla
a) (3x%y)° b) (4ab*c*)*(—2a’b)* ¢) (a*)P-(aPbP)*-bP
1.8.5 Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)
a) (2x—y)(x+2y) b) (2x—y)(x+2y)(x—y)

¢) (a+x)(a*—a®x+ax* —ax® +x*)
d) (x> —2x+3)(2—3x—2x%)

1.8.6 Utveckla
a) (3a—4b)? b) (a®+2b%)?
¢) (m*+4)2+(m*—4)?
1.8.7 Forenkla
a) (6—x)(x+06) b) (a®+y)(a*—)

) (FP+3)(x*-3)(x°+9)
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1.8.8 Utveckla

a) (y+3x)° b) (3x+2y%)3

1.8.9 Uppdela i faktorer

a) x*—a*

c) 18x+81+x2
e) x*—x

g) x*—x°

1.8.10 Utveckla
a) (x—1)° b) (1—y)’
1.8.11 Forenkla

6a’b3c

16ab3c3

2ay + y*
2ay

a)

c)

1.8.12 Forenkla
a) (2a+2b)/(b*—a?)
o) (x—=y)/(y—x)
e) (@>—b)/(b—a)
9 (*-16)/((x+2)(x’ -8))
1.8.13 Forkorta (om mojligt)
a) (a®+b)/(a+Db)

¢) (a*+b"/(a+D)
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b)

d)

h)

b)

d)

b)

d)

b)

d)

(x* —6x)3

Ox* — 25x2
x4y + 4x2y3 — 4x3y2
3a® +81b°

54x%y7 —16xy

(2x+a?)? d) (xy*—3z)°

32x"yP
36xn+1yp—1
12x%y? +20xy* — 8x%y
4xy

(x? —4x*) /(4x? —dx +1)
(b® —9)/(b® — 6b* 4-9)

(@+1)/(a—a*>+d)

(a* =) /(a—b)

(@>=b)/(b—a)



1.8.14 Forenkla

) Xty x—y\. x+y_2+x_y
x—y x+y) \x—y x+y

1/a 1/b 1 2\ | [ad®+4b?
9 (b a +2b/a+a/b)7( ab >

1.8.15 Skriv som ett brak (pa sa enkel form som mdojligt)

1 1 2 1 1
_z b)) 14+ — 2+
3) x—3+x+3 X ) +2x+x2—4x
) 1 n 1 d) 1 n 1 n 1
c
24+x 1—x2 x3—8 2x2—-8 8—4x

1.8.16 Forenkla och avgor for vilka vérden pa ¢ som likheten giller.
a) VZ+4c+4 b) ¢/Vc? ¢) (o)¥/e
d) (*—=9)/vV9—c e c/Vc3—2c f) Vc3+2c¢%/c
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2. Ekvationer

Vi borjar med att diskutera vad en ekvation dr och vad det dr for generella regler som
géller vid ekvationslosning. Vi tittar ocksa pa hur ekvationer kan dyka upp pa ett natur-
ligt sdtt vid problemlosning. Losningsmetoder for nagra typer av ekvationer kommer i
de foljande avsnitten.

En ekvation dr helt enkelt en likhet som (i regel) innehéller en eller eventuellt flera
obekanta variabler. Vi tar nagra enkla exempel.

Exempel. Likheten 21 —x = x— 3 &r en ekvation med en obekant x. Om det dr en enda
obekant i ekvationen sa brukar man ofta av tradition anvinda bokstaven x, men det gar
lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likheten g — g = 1 ir en ekvation
med en obekant som heter g.

Likheten 3x+ 2y = 31 &r en ekvation som innehaller tva obekanta x och y.

Likheten 8 = 5+ 3 idr en ekvation som inte innehaller nagra obekanta utan enbart tre
mycket bekanta heltal. ([l

Det ir inte ovanligt att begreppen ekvation, formel och funktion blandas ihop. En ek-
vation beskriver ett samband. Detta samband kan vara uppfyllt for alla tillatna varia-
belvirden, i sa fall talar man om en identitet. I annat fall 4r man ofta intresserad av de
specifika variabelvirden for vilka sambandet uppfylls, d vs man &r intresserad av att
losa ekvationen. En formel ar ett uttryck som oftast innehaller symboler (variabler) och
i vilket man kan sitta in olika variabelvirden. Funktionsbegreppet diskuteras ingaende
senare 1 kursen. Hir kan vi noja oss med att sdga att en funktion kan ges av en formel,
men behover inte gora det, och att en ekvation ofta har formen f = g, dédr f och g ar
funktioner.

Nedan listar vi nagra ord som pa ett naturligt sétt hor samman med begreppen ekvation,
formel och funktion:

ekvation: sitta in, obekant, 16sa, 16sa ut, 10sning, 10sningsmingd, rot, falsk rot, ekviva-
lenta;

formel: variabel, sitta in;
funktion: sitta in, variabel, virde, funktionsvérde, beridkna, nollstille, graf.

Givet en ekvation med en obekant x sdger vi att talet a &r en losning till ekvationen om
ekvationen omvandlas till en sann likhet mellan tal da vi sitter in x = a. Att [dsa en
ekvation innebdr att bestimma dess 10sningsméngd, d v shitta alla dess l6sningar, eller
motivera att 16sning saknas om sa skulle vara fallet. Ofta dr man intresserad av alla
l6sningar inom en viss talméngd, tex alla reella 10sningar, alla positiva 16sningar, alla
heltalslosningar etc. Om inget annat sigs letar vi efter reella 16sningar.
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Exempel. Talet 12 dr 16sning till ekvationen 21 —x = x — 3, eftersom 21 — 12 =12 —
3=0.

Talet 2 4r 16sning till ekvationen 2x* — x> — 2x? —2x— 12 =0, dérfor att 2- 2% —23 —2.
22_2.2-12=32—-8—8—4—12 = 0. Genom att konstatera detta har vi dock inte
16st ekvationen, eftersom den har fler 16sningar. Vi har inte ens 16st ekvationen i R da

3
det finns en reell 16sning till, ndmligen 5 Déremot ér 2 den enda 16sningen i Z.

Talet ar dr en 16sning till ekvationen sinx = 0 om och endast om (precis nér) a € Z.
Ekvationen x% + 2 = 0 saknar reella l6sningar, eftersom x2 > 0 for alla reella x.

Ekvationen x*> +2x + 1 = (x+ 1)? #r en identitet, d v s dess 1osningsmingd #r hela R.
O]

Nir man inte har metoder for att 16sa en ekvation far man néja sig med att visa att
det finns (alternativt inte finns 10sningar), att det finns ett visst antal 16sningar, att de
har vissa egenskaper etc. Ibland visar sig detta vara tillrackligt, t ex kan det ricka med
att veta att en ekvation har en enda 16sning och att denna &r positiv, utan att man ar
sa intresserad av exakt vad 16sningen &r. En sak som man ofta gor dr att lokalisera
16sningarna, d v s bestimma relativt sma intervall som innehaller varsin 16sning. Vid
behov kan man sedan anvinda numeriska metoder for att fa narmevirden.

Givet en ekvation med tva obekanta x,y séger vi att talparet (a,b) &r en ldsning till
ekvationen om ekvationen omvandlas till en sann likhet mellan tal da vi sitter in x =
a, y = b. Att losa en ekvation innebér aterigen att hitta alla 16sningar, eller motivera
att 16sning saknas om sa skulle vara fallet.

Exempel. Talparet (1,14) idr en 16sning till ekvationen 3x + 2y = 31, eftersom 3 - 1 +

2-14 =3 428 = 31. Ekvationen har oéndligt manga 16sningar, talparet (x,y), ddr x =
31 —-3a

, ar en 16sning for alla reella a. (Om vi later x sta kvar som variabelnamn
31 —3x

a,y=

och skriver y = , sdger man att man [ost ut y i termer av x, eller med hjdlp av
X). O

Tva ekvationer kallas ekvivalenta om de har exakt samma 16sningsméngd.

Exempel. Ekvationerna x — 1 = 0 och (x — 1)? = 0 ir ekvivalenta, eftersom bada har
en enda 10sning, x = 1.

2:

Ekvationerna x —1 och sinx = 2 ir ekvivalenta i R, eftersom bada saknar reella

l6sningar.

Ekvationerna x(x — 1) = xoch x — 1 = 1 r inte ekvivalenta. Den andra har som enda
16sning x = 2, medan den forsta har 16sningarna x; = 0, x, = 2.

Ekvationerna x — 1 = 1 och (x — 1)? = 1 ir inte ekvivalenta. Den forsta har 16snings-
mingden {2}, medan den andra har 16sningsmingden x; = 0, x, = 2. 0
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I ett av exemplen visade det sig att man tappar en rot vid forkortning med x. Det sista
exemplet visar att en ekvation som fas ur en annan medelst kvadrering inte nédvin-
digtvis dr ekvivalent med den givna. I den kvadrerade ekvationen dok en sk falsk rot
upp. Det dr mycket viktigt att kénna till vilka operationer man far utfora 6ver en ekva-
tion sa att dess 1osningsmingd bevaras, och minst lika viktigt att veta vilka operationer
som kan leda till forlust av 16sningar, alternativt uppkomst av falska 16sningar.

Operationer som alltid leder till en ekvation ekvivalent med den givna ér:

1. addera av samma tal/uttryck till bada sidor av likheten;
2. multiplikation/division av bada leden med ett tal/uttryck skilt frdn 0;

3. forenkling av de tva sidorna av likheten var for sig.

Vanliga operationer som kan leda till forlust av 16sningar, alternativt uppkomst av fals-
ka 10sningar, dr:

1. forlangning/forkortning med uttryck som skulle kunna vara lika med 0;

2. kvadrering av bada leden.

Ett sitt att gardera sig mot falska 16sningar dr att sétta in de kandidater till I6sningar
man fatt i den ursprungliga ekvationen och helt enkelt kontrolera att den verkligen
omvandlas till en sann likhet. Det dr svarare att gardera sig mot forlust av 16sningar. Vi
aterkommer till amnet i senare avsnitt.

Vad ska man da ha ekvationer till? En ekvation anvinder man alltsa till att beskriva ett
samband. Ofta innehaller den nagonting som &dr obekant och i manga fall 4r malet just
att bestimma vad denna obekanta storlek dr. I andra fall beskriver ekvationen nagot
objekt, sa tex dr y = 2x+ 3 ekvationen for en rit linje, d v s punkterna med koordinater
losningarna (x,y) till denna utgor en linje. Vi tar en titt pa nagra exempel pa problem
som man kan ha nytta av en ekvation for att 16sa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnaden pa dem i alder &r lika
manga ar som Kal fyllde for 3 ar sedan. Ada &r 21 ar gammal. Hur gammal dr Kal?

Losning. Vi betecknar Kals nuvarande alder med x. Skillnaden mellan deras alder dr
da 21 — x och for 3 ar sedan fyllde Kal x — 3. En ekvation som beskriver sambandet dr
alltsa 21 —x = x— 3. O

Exempel. Vi soker nu ett tal med den “magiska” egenskapen att om man ifran kvadra-
ten av talet subtraherar talet sjilv sa far man exakt 1. Vilket ar talet?

Losning. Vi betecknar det okénda talet med g. Subtrahera talet sjélv ifran kvadraten
av talet dr g2 — g och detta skulle bli 1. Alltsa far vi ekvationen g% — g = 1. O
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Exempel. Beda ir i godisaffiren for att kopa lordagsgodis. Hon koper 3 likadana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar 31 kronor. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Losning. Vi betecknar priset pa chokladkakan med x och priset pa en tablettask med
y. Det totala priset pa Bedas 1ordagsgodis blir da 3x 4+ 2y. Hon betalade 31 kronor sa
vi far alltsa ekvationen 3x+ 2y = 31. O

2.1 Forstagradsekvationer

Vi ska nu titta pa hur man 16ser sk linjdra ekvationer.

Man séger att en ekvation ir /injdr de obekanta endast forekommer som forstagrads-
termer, d vs om det enda man gjort med de obekanta &r att man multiplicerat dem med
tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termerna med varandra och med tal.
Linjdra ekvationer kallas ocksa for forstagradsekvationer.

Exempel. Ekvationen 21 —x = x — 3 ér linjér for den enda obekanta variabeln x har
bara adderats och subtraherats med tal. Samma sak géller for 3x + 2y = 31 dér de tva
obekanta bara multiplicerats med tal.

Diremot ir ekvationen g2 — g = 1 inte linjir d& den obekanta variabeln g hir har multi-
plicerats med sig sjilv. Inte heller ekvationen xy = 1 dr linjar dd man har multiplicerat
de tva obekanta med varandra. O

Linjdra ekvationer dr det enklaste som finns att 16sa. Vi borjar med att titta pa linjéra
ekvationer med 1 obekant som vi (av tradition) kallar x. Strategin 4r enkel: samla alla
termer som innehaller x pa en sida och alla tal pa den andra.

Exempel. Vi loser ekvationen 21 —x = x —3:
2l —x=x-3<= 2l —x)+x=x-3)+x<=2l=%x -3 <=

24 2
21+3=(2x—3)+3<:>24:2x<:>7:?x<:)12:x.

Hir betyder dubbelpilen <= att ekvationerna dr ekvivalenta, d vs har exakt samma
16sningsmingd. Vi ser alltsa att den givna ekvationen har en enda 16sning, namligen
x = 12. (Darmed vet vi alltsa att Kal ifran exemplet i forra avsnittet dr 12 ar gammal.)

Vi 16ser nu ekvationen 21 +x = x — 3:
2l4+x=x-3<= (214+x)—x=(x—3) —x <= 21 = -3.

Har forsvann x och kvar fick vi bara orimligheten 21 = —3. Inget x i vérlden kan fa
den likheten att gilla, alltsa saknar ekvationen 16sning.

Avslutningsvis 16ser vi ekvationen 12 — (x —3) = 15— x:

2—(x=3)=15—x<=12—x4+3=15—x<=15—x=15—x<=15=15.
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Denna sista likhet giéller uppenbarligen alltid, sa till denna ekvation ir vilket reellt tal
x som helst en 16sning. Den har alltsa ozndligt manga l6sningar. ([l

Vi sag i exemplet ovan att en linjér ekvation med 1 obekant kunde ha 1, 0 eller oandligt
manga losningar. Vi ska visa att detta faktiskt 4r de enda mojligheterna som finns. En
linjar ekvation med en obekant kan alltid forenklas till formen ax = b. Om a # 0 ar

. . a . .
det enda talet som satisfierar ekvationen x = B’ d v s ekvationen har som det heter unik

16sning. Om a = 0 och b = 0 sa &r varje reellt tal 16sning till ekvationen, eftersom
0-x = 0 for alla reella x. I det fallet har ekvationen odndligt manga 16sningar. Den
sista mojligheten &r att a = 0, men b # 0. I det fallet finns ingen 16sning, eftersomax =
0-x =0+ b for alla reella x.

Vi ska nu titta pa en linjar ekvation med fler @n 1 obekant. Hér blir strategin att vélja ut
en av variablerna att 16sa ut (fa ensam pa ena sidan) pa samma sitt som vi gjorde med
X ovan.

Exempel. Vi loser ekvationen 3x+ 2y = 31 genom att 16sa ut y:

31-3
3x42y =31 6= (3x+2) —3x =31 -3x 4= 2y =31 -3x =y = a

Hir ser vi att for varje x vi véljer sa far vi precis ett y ndmligen y = (31 — 3x) /2. Vi far
alltsa oéndligt manga 16sningar. Tva av dessa dr x =5,y =8 och x = 6,y = 13/2. (Vi
paminner om att talparet x = 5,y = 8 &r en 16sning.)

Denna ekvation var ju den vi fick i forra avsnittet da Beda kopte ett antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nu nir vi 16ser ekvationen att det inte finns unik 16sning och
darfor riacker inte informationen till att rdkna ut vad godiset kostar per styck. U

Om man har en linjir ekvation med fler 4n 1 obekant sa far man alltid oéndligt manga
16sningar (eller ingen 16sning alls om alla obekanta forsvinner vid forenkling).

2.1.1 Ovningar

2.1.1 Los foljande ekvationer.
a) 32—x)=—(1+2x) b) 3(5—3x)—2(4—x)=10

c) 3(5—-3x)—24—x)=7-7x d) 3(5-3x)—2(4—x)=6—"Tx

EES 0 3549~

2.1.2 Los ut y i foljande ekvationer.
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a) 32—x)=—(1+y) b) 3(5-3y)—2(4—x)=10+2y

2.2 Andragradsekvationer

En andragradsterm &r en term i vilken den/de obekanta multiplicerats med varandra
och med tal si att det sammanlagda gradtalet 4r tva, tex dr 2x%, 3xy, z* andragrads-
termer, medan xy?,x>y? inte ir det. En ekvation i vilken den/de obekanta férekommer
endast som forsta- och andragradstermer kallas en andragradsekvation. 1 det hir av-
snittet ska vi arbeta med andragradsekvationer med en obekant.

Aven andragradsekvationer forenklas genom att man adderar eller subtraherar samma
tal till bada sidor av ekvationen, multiplicerar eller dividerar bada leden med tal ( # 0),
eller gor omskrivningar. Syftet med forenklingarna och omskrivningarna r att fa en
ekvation som man klarar av att 16sa och som &r ekvivalent med den givna.

De enda andragradsekvationerna man kan 16sa direkt dr de som hor till den enklaste
typen, x> = d dir d #r ett positivt tal. Vi har ju att v/d ir det positiva tal vars kvadrat ir
d, (v/d)* = d om d > 0 . Eftersom det ocksa giller att (—/d)? = d si har ekvationen
de tva losningarna v/d och —v/d. Att det inte kan finnas fler losningarna aterkommer
vi till lite lingre fram. Tex har ekvationen x> = 9 de tva 16sningarna x; = /9 = 3 och
xp = —3. Om d skulle vara lika med 0, far vi endast 16sningen x = 0.

Exempel. Forhéllandet mellan de tva sidorna i en rektangel dr 2:3. Om kortsidan dr
10 m #r alltsa 1angsidan 15 m. Vi skall bestimma sidlingderna da arean &r 54 m?,

Losning. Om Kortsidan 4r 2a m sa ér langsidan 3a m och arean 6a> m?. Alltsé skall
a vara losning till 6a*> = 54. Division med 6 ger a> = 9 vars 16sningar &r 3 och —3.
Endast positiva 1osningen kan vara relevant sa rektangelsidorna &r 6 respektive 9 m. [

Vi klarar nu ocksi av att 16sa andragradsekvationer av typen (x —s)? = d dir d ir ett
positivt tal. Hir 4r x — s ett tal vars kvadrat ir d. D& dr x —s = /d eller x —s = —/d.
Losningarna till (x — s)? = d #r siledes

X = s++/d och xzzs—\/g.

Exempel. Ekvationen (x —2)? = 9 har de tva 16sningarna som ges avx —2 =+/9 =3
ochx—2=—/9=-3. Alltsd &ir x; =S ochx, = —1. O

Exempel. Langsidan i en rektangel dr 6 meter ldngre dn kortsidan. Bestdm sidlang-
derna da arean #r 55 m2.

Losning.

Antag att kortsidan dr x m. Da dr langsidan x + 6 m
och arean x(x + 6) m?. Vi soker saledes en 16sning till .
ekvationen x(x+ 6) = 55. Utveckling ger

X(X+6):55<:>X2—|—6x:55 46

Figur 8: Rektangel med sidorna x
54 ochx+6



Genom att addera 9 till vinsterledet x> 4 6x blir uttryc-
ket en jimn kvadrat

P HOx+9=x"42-3x+3% = (x+3)%
Vi adderar darfor 9 till bada sidor av ekvationen och far

x(x+6)=55 <= xX*+6x=55=x>+6x+9=55+9 <= (x+3)> =064
<= x+3=8eller x+3=—-8<«=x=5 eller x=—11.

Eftersom endast positiv 10sning dr mojlig sa far vi x = 5. Sidorna dr med andra ord 5
respektive 11 m. 0

Metoden i det sista exemplet kallas kvadratkomplettering.
Genom att addera en kvadrat med arean 9 m? gor vi om -
rektangeln till en kvadrat med sidan x + 3. Rektangeln har
arean 55 m2, kvadraten har arean 64 m2.

Pa samma sitt kan man kvadratkomplettera alla an- z 373
dragradsuttryck. Uttrycket S

Figur 9: En kvadrat med sida
X2+ 2rx = x(x+2r) 3 laggs till

kan ses som arean av en rektangel med sidorna x och x + 2r. Genom att addera en
kvadrat med sidan r erhaller man en kvadrat med sidan x + r.

Rent algebraiskt betyder kvadratkomplettering att vi, gi-
vet ett uttryck pa formen x> + bx, forsoker hitta ett tal vi

kan addera, sa att summan blir en jimn kvadrat. Eftersom z
(x+5)2 = x% + 2sx + 52, far vi att 25 maste vara lika med
2

b och ritt tal att addera ar R

T r’r

T+ 2r

Figur 10: En kvadrat med sida
r laggs till
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Med hjilp av kvadratkomplettering hirleder vi nu en vilkidnd formel for 16sningarna
till vilken andragradsekvation som helst. Vi ska forst titta pa ekvationer dér koefficien-
ten framfor x? ér lika med 1.

Phprtqg=0 = x2+2-§-x:—q
2 p P\? _ (DP\?
— 2.2 (_ _(_) -
et L 2) 1
=)
= =) =(%) —
(Hz 2) 1
= x+£= (E)z—q ellerx+£—— <£>2—q
2 2 2

som ger:

2
Andragradsekvationen x? + px 4 ¢ = 0 har for (g) — g > 0 10sningarna

2 2
(GRS ()

Resultatet ovan har du sidkert anvdnt manga ganger. Ofta skrivs det med en formel:

P P2
RO
X 2 6]

Den ér inte svar att memorera, men minnet blir litt diffust efter ett tag. Darfor ar
det betydligt bittre att kunna kvadratkomplettera och pa det viset komma fram till
l6sningen utan att anvdnda formeln. Kvadratkomplettering dr dessutom en metod som
anvinds i flera andra sammanhang och har ett virde i sig. Tecknet 4 dr praktiskt vid
kalkyler men man bor alltid ange de tva rotterna separat.

Exempel. Vi I6ser tva andragradsekvationer genom att anvidnda formeln vi precis
hirledde.

a Ekvationen x? + 6x + 5 = 0 har rotterna
Xi2=-3+4/(-3)2-5=-3+V9-5=-3+V4=-3+2

dvsx;=-342=—1ochxx=-3-2=-5.

b Om man vill anvinda formeln ovan nir koefficienten framfor x? inte #r lika
med 1 (men ar skild fran 0), maste man forst dividera med den koefficienten.
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Ekvationen 6 + 3x — 4x? = 0 har koefficenten —4 framfor x2, si for att anviinda
formeln maste vi forst dividera med —4 vilket ger
, 3 3

—Zx—2=0.
X 4X 3

Denna har 16sningarna

3 /9 /9+96 3 /105
xlz—— - _ =t
8 64 2 8 8
)/8.

Alltsa @r x; = (3++/105)/8 och x; = (3 —+/105) ]

Vi ska nu hiérleda en formel som ger andragradsekvationens l16sningar 1 det allméin-
na fallet, samt diskutera hur man litt kan bestimma antalet reella 10sningar. Betrakta
ekvationen

ax*+bx+c=0, dir a#0.

Division av bada leden med a # 0 och kvadratkomplettering ger ekvationen

SN (WA R
X+-x+-=(x — 4=
a a 2a 4a’>  a ’

b > b —dac
2a)  4a®

Uttrycket D = b*> — 4ac kallas ekvationens diskriminant och dess tecken avgér hur
manga reella 16sningar den givna andragradsekvationen har. For att ekvationen ska
ha reella Iosningar maste hogerledet ovan vara icke-negativt. Eftersom nimnaren 44>
alltid dr positiv, betyder det att ekvationen har reella 16sningar om och endast om D =
b? — 4ac > 0. Vi sammanfattar:

som ér ekvivalent med

Andragradsekvationen ax® + bx + ¢ = 0 har

tva olika reella 16sningar om och endast om D = b* — 4ac > 0;
en reell 16sning om och endast om D = b? — 4ac = 0;

inga reella I6sningar om och endast om D = b* —4ac < 0.

Lat oss titta igen pa uttrycket vi fick genom att kvadratkomplettera

+b+ _(ia? > b —dac
T 2a 4a®
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For D > 0 kan vi anvidnda konjugatregeln for att faktorisera, och far att den givna
andragradsekvationen dr ekvivalent med

((+2) - 252) (s ) + 557 =

2a 2a 2a 2a

Eftersom en produkt endast blir noll da en eller flera av faktorerna &r lika med noll,
kan vi avldsa andragradsekvationens 16sningar. (Vi ser ocksa att det inte kan finnas fler
an tva losningar.)

Andragradsekvationen ax* + bx+ ¢ = 0 har for D = b? — 4ac > 0 de reella

l6sningarna
—b+Vb% —4ac —b—V/b* —4ac
X1 = 24 och Xy = 24 .

For D > 0 &r de tva reella losningarna olika och den faktoriserade ekvationen har
utseendet (x —xp)(x —xp) = 0; for D = 0 far vi samma l9sning tva ganger (x; = x)
och faktoriseringen ger (x — x1)? = 0. Det finns anledning att betrakta den enda reella
16sningen som tva reella 16sningar som rakar sammanfalla. Man séger att ekvationen
for D = 0 har en dubbelrot, eller, vilket dr samma sak, att x; i det fallet har multiplicitet
tvd.

Om man far en ekvation dir faktoriseringen redan ir gjord finns det ingen anledning
att utveckla uttrycket for att sedan anvinda kvadratkomplettering eller ndgon 16snings-
formel. Man kan 1 det fallet avldsa 16sningarna direkt.

Exempel. Ekvationen (x —1)(x+3) = 0 har de tva 16sningarna x; = 1 och x, = —3.
Detta forklaras alltsa av att en produkt av tva tal &r 0 om minst ett av talen dr 0, men
inte annars. Produkten (x — 1)(x+3) &r O precis da x — 1 = 0 eller x+ 3 = 0 vilket ger
de tva 16sningarna.

PA samma siitt ser vi att ekvationen x> + px = 0 har de tva 16sningarna x; = 0 och
xy = —p, eftersom x” + px = x(x + p). O

Notera att ur faktoriseringen foljer

b c
X1 +Xp=——, XX =-—.
a a
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2.2.1 Ovningar

2.2.1 Los ekvationerna

a) X>+3x—4=0 b) 3+2x—x>=0 ©) 2x? =3+x

d) 3x+7x*=0 e) 4x*+9=12x f) Sx*+3x=1
2.2.2 Kvadratkomplettera

a) x> +dx+1 b) 4x?—36x+100  ¢) 3—12x—x?
2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)

a) xX>+x—6 b) 8—6x—2x°

c) x2—x—1 d) 2+x+1

2.2.4 Bestdm en andragradsekvation med rotterna

a) 2och—5 b) —3och 3 ©) 1+v50ch1-+5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer

En del ekvationer kan dverforas till en andragradsekvation genom en omskrivning av
nagot slag. Det dr dock viktigt att tinka sig for ndr man gor omskrivningar. Som vi
har noterat tidigare kan det namligen intriffa bade att man skapar nya falska 16sningar
(falska rotter) och att man tappar bort 19sningar.

Om en ekvation multipliceras med en faktor, som innehaller den obekanta variabeln,
kan man fa nya losningar. Ekvationen (x — 1)(x —2) = 0 har I6sningarna x; = 1 och
xp = 2. Om vi multiplicerar med x — 3 far vi ekvationen (x —1)(x —2)(x —3) = 0 som
har ytterligare en, nimligen x3 = 3.

PA samma siitt leder ofta division till att 16sningar tappas bort. Ekvationen x* 4+ 4x = 0
har 16sningarna x; = 0 och x, = —4. Division med x leder till ekvationen x+4 = 0,
16sningen x; = 0 har tappats bort.

Det &r darfor viktigt att prova de erhallna rotterna i den givna ekvationen och, natur-
ligtvis, tdnka sig noga for dd man dividerar med en faktor som innehaller den obekanta.
Man ska alltid stilla sig fragan: Nir &r det jag dividerar med lika med 0? Ett gott rad &r
att inte forkorta med annat dn kinda tal, inte obestimda bokstavsuttryck. Om man se
en gemensam faktor i alla termer kan man istillet flytta over alla termer till ena ledet
och bryta ut den gemensamma faktorn.
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For ekvationer som innehaller rationella uttryck dr det en bra idé att skriva alla ut-
tryck med minsta gemensamma ndmnare. Om man forlinger med den gemensamma
nimnaren giller det att vara medveten om att detta kan introducera falska rotter.

Exempel. Vi loser ekvationen x — =0
x+2

Losning. Ekvationen innehaller ett rationellt uttryck och vi multiplicerar dérfér med
ndmnaren x + 2. Losningarna till den nya ekvationen x(x +2) — 8 = 0 bestims med
kvadratkomplettering:

x(x42)-8=0 <= xX*+2=8<=x*+2x+1=9
—= (+1)?=9=x,=—1%£3.

Losningarna ér alltsa x; = 2 och x, = —4. Vi provar dessa i ursprungsekvationen och
finner att bada dr korrekta. (Eftersom vi multiplicerade med x + 2 dr enda mojliga
falska roten —2. Kontrollen var logiskt sett 6verflodig, men man bor alltid kontrollera
genom insittning. Det dr ocksa ett sitt att upptiacka riknefel.) U

Vissa ekvationer, som innehaller rottecken kan Overforas till en andragradsekvation
genom att de bada leden kvadreras, eventuellt upprepade ganger. Detta bygger pa att
om a och b ir positiva tal och b = /a si ir b*> = a. Notera att om b ir ett negativt
tal och b = —+/a sa ir ocks& b> = a. Den kvadrerade ekvationen kan dirmed ha fler
16sningar 4n den givna.

Exempel. Vi loser ekvationen v/2x + 143 = x.
Losning. Vi noterar forst att eftersom /2x+ 143 > 0 sa maste x > 0. Bada leden
kvadreras. Den nya ekvationen 2x + 143 = x? skrivs om till

x> —2x—143=0.

Denna har 16sningarna x; = 1 &=v/144 = 1 £ 12. Roten x; = 13 ir rot till givna ek-
vationen eftersom /2 - 13+ 143 = /169 = 13. Diremot ir x, = —11 en falsk rot,

eftersom vi redan fran borjan noterade att det dr nodvéndigt att x > 0. Denna falska rot
fas p g a kvadreringen och &r 16sning till v/2x + 143 = —x. U

Exempel. Vi loser ekvationen 1+ v/x% +5 = 2x.

Losning. For att vid kvadrering bli av med ett rotuttryck sa maste detta vara ensamt pa
ena sidan i ekvationen. Vi skriver diirfor ekvationen som v/x% + 5 = 2x — 1 (och noterar
att eventuella Iosningar méste uppfylla 2x — 1 > 0). Kvadrering ger x*> +5 = (2x— 1)2
som utvecklas till x2+5 =4x? —4x+1,dvs

3x2 —4x—4=0.

Losningarna dr x; = 2 och x; = —2/3. Nu maste provning ske genom inséttning i den
givna ekvationen, eller hellre genom provning i ekvationen v x2 +5 = 2x — 1, varvid
endast tecknet behiver provas, eftersom ¢> = p <= g = V/pellerg=—,/p:
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For x; = 2 far vi hogerledet
HL=2x—1=2-2—-1=4—-1=3>0,

sa x; = 2 dr en losning till den givna ekvationen. For att uppticka eventuella raknefel
kan vi kontrollera dven vinsterledet. Vi far

VL=Vx2+5=V4+5=1/9=3

vilket bekriftar att x; = 2 &r en l6sning till den givna ekvationen.
For x, = —2/3 far vi

HL:2-(—§)—1<0,

alltsa dr x, = —2/3 en falsk rot.

Svar: Ekvationen har roten x| = 2. ]

Flera olika typer av ekvationer, t ex fjirdegradsekvationer som saknar x- och x-termer,
vissa ekvationer som innehaller rotuttryck och en del andra, kan 6verforas till an-
dragradsekvationer med ldmpliga substitutioner.

En fjirdegradsekvation som saknar x- och x3-termer, d v s en ekvation pa for-
men
4 2., . _
ax"+bx"+c=0,

kan med substitutionen x*> = ¢ 6verforas till en andragradsekvation for ¢

at* +bt+c=0.

For varje icke-negativ 16sning ¢ till denna andragradsekvation far vi for fjardegradsekva-
tionen de reella 16sningarna x; , = +/1, ty =1

Exempel. Vi loser ekvationen x* — 20x% 464 = 0.

Losning. Sitt x> = t. D4 fas 1> — 20t + 64 = 0 som har 16sningar

t12=10£v100—-64 =10+£6, dvs #t; =16 och 1, =4.

Eftersom vi satte = x, si far vi att x> = ¢; = 16 ger x; = 4 och x, = —4, samt att
x?> =1, =4 ger x3 = 2 och x4 = —2. Ekvationen x* — 20x? 4+ 64 = 0 har allts fyra reella
l6sningar och de édr 4, —4,2 och —2. O]

Ibland &dr det enklast att 16sa en ekvation som innehaller rottecken med hjdlp av en
substitution.
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Exempel. Vi loser ekvationen x4 /x = 6.
Losning. Sitt \/x = t. DA fis > 4t = 6 vars 16sningar &r

1 25 —145
:——:‘: _——= — 3 :2 h = —3.
1) 5 1 5 sa och 1p 3

Vi satte t = /x, sd \/x =1} =2 = x =4, medan \/x =, = —3 ir orimligt.

Den givna ekvationen har en enda 16sning, x = 4.

2.3.1 Ovningar

2.3.1 Los ekvationerna.
a) x+3=4a"" b) x+9%x =12 ) 3+x2=x"!

2.3.2 Los ekvationerna.

1 1 1
a) —+ =1 b) x+1+——=0
x x+1 x+1

2.3.3 Los ekvationerna genom kvadrering.

a) x—6=/x b) x+1=vVx2+5 ¢ x—2=+vx2—4x+5
d) 3+vx2—6x+9=2x e) x+2,x=8

f) Vx+132=x g Vx+l-vVx+6-—x=3

h) 2x4+Va2+x=1 i) Vx+3=vVx—2++vx-5

2.3.4 Los ekvationerna.
a) x*—7x*+12=0 b) 1225-74x> +x* =0
¢) x*—x?—12=0 d) 24x* =72+ 2x*
e) 6x*=7x*+3

2.3.5 Los ekvationerna med substitution.

a) x—6=,/x b) x+6\x=1 ©) x+2=3x
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2.4 Linjira ekvationssystem

Ett ekvationssystem dr ett antal ekvationer med (oftast) flera obekanta som man vill 16sa
samtidigt, d v s man vill hitta alla virden for de obekanta som uppfyller alla ekvationer
samtidigt. Precis som for enskilda ekvationer finns ett antal operationer som garanterat
leder till ekvationssystem ekvivalenta med det givna, d vs ekvationssystem som har
exakt samma losningar som det givna. Dessa operationer &r

1. Omkastning av tva ekvationers ordningsfoljd;
2. Multiplikation av en ekvation med tal skilt fran 0;

3. Addition av en ekvation multiplicerad med ett tal till en annan ekvation.

Man kan anvénda sig av dessa operationer for att forenkla och omarbeta vilket ekva-
tionssystem som helst. Det visar sig att de ar tillrdckliga for att 16sa en speciell typ
av ekvationssystem, nimligen linjdra sadana. Ett ekvationssystem kallas linjért om al-
la ekvationer det bestar av ir linjédra, d vs de obekanta forekommer endast i form av
forstagradstermer.

Nir man skall 16sa ett sadant system forsoker man med hjilp av operationerna listade
ovan skaffa sig en ekvation, som endast innehaller en obekant. Nir man vil har 16st
denna kan man sitta in virdet i en av ursprungsekvationerna och 16sa for den and-
ra obekanta, om det &r tva variabler. Om det &r fler @n tva variabler far man upprepa
forfarandet for en annan obekant. Metoden kallas Gauss eliminationsmetod, eller eli-
minationsmetoden.

Exempel. Los ekvationssystemet

3x+2y=35
Ix+3y=1.

Metod 1: (Substitutionsmetoden) Man kan 16sa ut x i den forsta ekvationen och fa

5—2y
X=—".

3

Nir man sitter in detta (substituerar) i den andra ekvationen far man

5-2
7-(Ty>+3y:1<:>35—14y+9y:3<:>32:5y

och didrmed y = 32/5 och x = (5—2y)/3 = —13/5.

Metod 2: (Eliminationsmetoden) Multiplicera (for att eliminera x) de givna ekvatio-
nerna med 7 respektive —3 och addera den nya forsta ekvationen till den nya som é&r
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pa andra plats:
21x+ 14y =35
—2Ilx—9y=-3
Sy=32

Hir far man y = 32/5, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som helst) ger
x=—13/5.

Svar: Vi far 16sningen x = —13/5 och y = 32/5

Anmérkning 1. Eliminationsmetoden r att foredra, eftersom den leder till mer sys-
tematiska 16sningar och &r enkel att anvinda dven for mycket stora linjdra ekvations-
system, d v s ekvationssytem som bestar av manga linjdra ekvationer med manga obe-
kanta.

Exempel. Los ekvationssystemet

4x+ y+2z=1
x+4y+ z=—1
3x+2y+ z=3.

Vi inleder med att lata ekvationer 1 och 2 byta plats; sedan elimineras x ur alla ekva-
tioner utom den nya forsta genom att man multiplicerar den nya forsta ekvationen med
(—4) och adderar till den nya andra ekvationen, samt med (—3) och adderar till den
tredje:

dx+ y+2z=1 x+4y+ z=-1
x+4y+ z=—1 & —15y—2z=5
3x+2y+ z=3 —10y —2z =6.

1
Nu multiplicerar vi den tredje ekvationen med —3 och later den byta plats med den

andra:
x+4y+ z=-1 x+4y+ z=-1
—15y—-2z=5 & S5y+ z=3
—10y—2z =6. —15y—2z=>5.

Vi kan nu eliminera y ur den sista ekvationen genom att multiplicera den andra med 3
och addera till den sista:

x+4y+ z=-1 x+4y+ z=—1
S5y+z=-3 & S5y+z=-3
—15y—2z=35. z=—4.
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Ur den sista ekvationen far vi att z = —4. Vi sitter in i den andra och far att y =
-3+4 1 . . . . o
5 — 3 Slutligen sétter vi in vidrdena for y och z 1 den forsta ekvationen och far
11
attx = —. U
5

Anmérkning 2. I det forsta exemplet ovan giller att:

3x+2y=5 — 3x+2y=5
Tx+3y=1 Sy =32

dir det hogra ekvationssystemet &r trianguldrt, d v s koefficienterna for x och y som ér
skilda fran noll bildar en triangel. Nir ett system &r triangulirt, sa dr en av de obekanta
redan eliminerad i sista ekvationen, sa systemet dr forberett for 16sning. I det andra
exemplet efterstravades ocksa en triangulér form, dven kallad trappstegsform.

Anmirkning 3. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerar forst.
Man kan borja med den som man tycker leder till de enklaste uttrycken. Variablerna
kan ha andra namn &n x och y, tex dr det vanligt att man anvinder sig av index om det
handlar om stora ekvationssystem med manga obekanta. I ett ekvationssystem med
hundra obekanta heter de typiskt x1,x2,...,X99,X100-

Exempel. Los ekvationssystemet

3x+2y=35
6x+4y=0.

Losning. Multiplicera (for att eliminera x) den forsta ekvationen med —2 och addera
till den andra:

—6x—4y = -10
6x+4y = 9
0 = —1
Har far vi en motsigelse som betyder att ekvationssystemet saknar 16sning. U

Anmérkning 4. Geometriskt motsvarar den linjdra ekvationen ax + by = ¢ en rdt
linje. (Hir 4r a, b, c fasta parameter och x,y variabler). Ett system av tva sadana linjira
ekvationer motsvarar alltsa skarningspunkterna mellan tva réta linjer. Detta har dirmed

e en 10sning om de rita linjerna &r skdrande,

e ingen 16sning om de rita linjerna &r parallella (och olika),

65



e odndligt manga l16sningar om de rita linjerna sammanfaller.

Hade vi istillet betraktat ett linjirt ekvationssystem med tre ekvationer och tva obekan-
ta hade det rort sig om att hitta skdrningspunkterna mellan tre rita linjer. Man forvintar
sig inte att ett sadant ekvationssystem #r 1osbart. Det skulle dock ocksa kunna ha en
entydig 16sning, om alla linjerna &r olika och gar genom en punkt, eller oandligt manga
16sningar, om de tre linjerna sammanfaller.

Det visar sig att ett linjart ekvationssystem har ingen, en unik, eller ozndligt manga
l6sningar oavsett antalet ekvationer och obekanta.

2.4.1 Ovningar

2.4.1 Los ekvationssystemen.

2) 2x+3y=10 b) 3x—2y=10 ) 2x+3y=2
2x—y=6 x+y=>5 Tx+5y=—4
3x—2y=3 Sx+y=3

d) {9x—6y: ©) { 10x+2y =6

f 155+ 14t =59 ) 1/x+1/y=5/6
125 —35t =1 1 1/x—1/y=1/6
6x+5y+z=45 2x—y+z=20,1

h) Sx+2y—z=23 i) xX+y—2=9,9
13x—T7y+z=06 3x+2y+8z=230,4
a+2b+c=3 x+2y+2z=3

) a—b+2c=2 k) 3x+y+2z=7
3a—2b+c=-3 S5x+4y+z=0

2.4.2 En person som tillfrigades om sin alder svarade: "For 9 ar sedan var jag 26
ganger sa gammal som min son, men om 2 ar blir jag blott 4 ganger sa gammal.”
Hur gammal var han? (Du kan behova rikna med halvar.)
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2.5 Polynom, ekvationer av hogre grad, faktorsatsen, polynomdivision

Ett polynom ér en (dndlig) summa av termer pa formen ax”, dér koefficienten a ar ett
tal, exponenten n > 0 ett heltal (med andra ord ett naturligt tal) samt x en variabel. Den
hogsta exponenten n med koefficienten skild ifran O i ett polynom kallas for graden av
polynomet. (Istdllet for x kan man forstas anvinda en annan variabel om man sa vill.)

Vi later p(x) beteckna ett polynom och a ett tal. Virdet i en punkt a f6r polynomet dr
p(a), dvs det tal vi far nir vi ersétter x med a. Ett nollstdlle till polynomet #r ett tal b
sadant p(b) = 0.

Exempel. Nir vi 16ste andragradsekvationer sa letade vi efter nollstéllen till uttryck
péa formen ax? + bx + ¢, d v s nollstillen till polynom av grad 2. Uttrycket x* +3x> + x
ir ett polynom av grad 4.

Diremot #r inte uttrycken x> 4+ x~! + 1 eller x> + \/x + 1 nigra polynom, eftersom
exponenten i den andra termen i bada fallen inte dr ett naturligt tal. U

Exempel. Lt p(x) = x> +3x+2. Virdeti 2 ir di p(2) =22+ 3-2+2 = 12 och virdet
i—1idrp(—1)=(—1)2+3-(=1)+2=0. Alltsa & —1 ett nollstille till polynomet. [J

I avsnittet om andragradsekvationer insag vi att x;,x, ér nollstillen till polynomet x> +
px+¢q om och endast om x> + px+ g = (x — x1 ) (x — x2). Det finns ett generellt viktigt
samband mellan nollstéllen till ett polynom och faktorer till polynomet. Foljande sats
ar mycket viktig att behirska for att kunna arbeta med polynom.

Faktorsatsen: Antag att p(x) ér ett polynom och a ett tal. Da dr a ett nollstille
till p(x), dvs p(a) = 0, om och endast om x — a &r en faktor i p(x), dvs om
och endast om

p(x) = (x—a)-q(x),

ddr g(x) ér ett polynom med grad ett mindre dn p(x).

Exempel. Vi sag i exemplet ovan att —1 ir ett nollstille till polynomet p(x) = X%+
3x+ 2. Enligt faktorsatsen vet vi dirmed att

X4 3x4+2 = (x—(—1))-q(x) = (x+1)-q(x),

dir g(x) dr ett polynom av grad 2-1=1. Alltsa dr g(x) = kx + m for nagra tal k och m.
Vi kan rikna ut vad ¢(x) dr genom att utnyttja likheten

K 43x+2 = (x+1)-gx) = (x+1)(kx+m)
kx? + kx +mx +m = kx> + (k+m)x +m.
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Genom att identifiera koefficienterna for x* fir vi k = 1 och om vi identifierar konstan-
terna sa far vi m = 2. En extra kontroll far man genom att man ser att koefficienterna
for x dr 3 respektive k+m = 1+2 = 3. Alltsa ar

K 43x+2=(x+1)(x+2),

och alltsa dr ocksa —2 ett nollstille till polynomet. (Eventuellt kanske du kunde listat
ut att det skulle vara just x + 2 direkt i huvudet?) ([l

Metoden som anvindes i exemplet att hitta den andra faktorn nidr man kinner en faktor
i ett polynom kallas for kort division. Man kan alternativt anvinda sig av lang divi-
sion med liggande stolen precis som man gor for tal. Vi illustrerar de tva metoderna i
ytterligare ett exempel.

Exempel. Vi tittar pa tredjegradspolynomet x> — 9x + 10. Genom att testa si ser vi
att 2 ir ett nollstille till polynomet, ty 2°> —9-24 10 = 0. Dirmed vet vi enligt fak-
torsatsen att x — 2 ir en faktor och att x* — 9x + 10 = (x — 2) - g(x), dir g(x) &r ett
andragradspolynom.

Vi bestimmer forst ¢(x) med kort division. Vi har
X —9x+10= (x—2)(ax’ + bx+c¢) = ax’ + (—2a+b)x* + (=2b+c)x —2c.

Koefficienten framfor x> ger a = 1 och konstanten ger 10 = —2¢ si ¢ = —5. Koeffici-
enten framfor x> ger nu 0 = —2a+b = —2+ b sa b = 2. Kontroll med koefficienten
framfor x ger —9 = —2b+ ¢ = —2-2 — 5 vilket stimmer alldeles utmairkt. Vi far alltsa

X —9x+10=(x—2)(x* +2x—5).

Vi utfor nu lang division med liggande stolen. Hér bestimmer man successivt koeffi-
cienten for den hogsta kvarvarande exponenten.

X2 x2+2x x2+2x -5
x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2
-x2(x-2) -x2(x-2) -x2(x-2)
2x2-9x+10 2x2-9x+10 2x2-9x+10

-2x(x-2) -2x(x-2)
-5x+10 -5x+10

-(-5)(x-2)

0

I forsta steget fragar vi oss hur manga ganger gar hogsta termen, x, i nimnaren i hogsta
termen i tiljaren d vs x>. Jo, den gar x> ganger. Vi skriver detta verst och subtraherar
sedan x?(x — 2) ifrén tiljaren och far 2x> — 9x+ 10. Nu frigar vi oss hur manga ganger
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gar hogsta termen, x, i ndmnaren i hogsta termen i det som aterstar av téljaren dvs
2x%. Jo, den gar 2x ganger. Vi ligger till detta 6verst och subtraherar sedan 2x(x—2)
ifran aterstoden av téljaren och far —5x + 10. Nu fragar vi oss hur méanga ganger gar
hogsta termen, x, i nimnaren i hogsta termen i det som aterstar av tdljaren dvs —5x.
Jo, den géar —5 géanger. Vi ldgger till detta 6verst och subtraherar sedan —5(x —2) ifran
aterstoden av téljaren och far 0. Ddarmed ser vi att resten blir O (det visste vi ju redan)
och kvoten blir x> +2x — 5. U

Man kan utféra polynomdivision dven nir den inte gar jamnt ut. Precis som for tal
handlar det da om att givet tva polynom p och k framstilla p pa formen p(x) =
k(x)g(x) + r(x), ddr g kallas kvot och r kallas rest vid divisionen. Vid heltalsdivision
av naturliga tal krivdes att resten skulle vara mindre @n det tal man dividerar med.
Motsvarande krav for polynomdivision &r att restens gradtal dr mindre dn gradtalet
for det polynom man dividerar med, d v s att r:s gradtal dr mindre n k:s gradtal 1 be-
teckningarna ovan. Om p &r av grad n och k ér av grad m, dir n > m, sa ér ¢ av grad
n—m. For n < m @r g konstanten 0 och r = p. Vid division med ett férstagradspolynom
ar resten alltid konstant.

Exempel. Lat p(x) = 2x* 4+ 6x% +2 och k(x) = x> + x+ 1. Polynomdivision ger att
26 +2 = (P x+ 1) (263 —2x+6) + (—4x —4).

Kvoten av polynomdivisionen av p(x) = 2x* + 6x> +2 med k(x) = x> +x + 1 dr alltsa
q(x) = 2x% —2x+ 6, och resten ir —4x — 4. O

Faktorsatsen kan anvindas for att forkorta uttryck som &r en kvot av tva polynom. For
att forkorta ett sadant uttryck maste man hitta en gemensam faktor till de tva polyno-
men. Vi tittar pa ett exempel.

Exempel. Forkorta

X3—X

x3 +5x2 — 6x
sa langt det gar. Forst observerar vi att man kan bryta ut faktorn x ur bade tiljare och
ndmnare som vi forkortar bort. Kvar blir da

-1
X2+5x—6

Téljaren kan vi faktorisera med hjélp av konjugatregeln till (x — 1) (x+ 1). For att kolla
om nagon av dessa tva dr faktorer i nimnaren sa kollar vi om 1 eller —1 ir ett nollstille
till x2 + 5x — 6. Vi finner att 1 #r ett nollstille och faktoriserar (med kort division som
ovan) x> 4+ 5x — 6 = (x — 1)(x+ 6). Dirmed kan vi forkorta bort x — 1 och fér till slut

x+1
x+6’
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vilket inte kan forkortas mer.

Observera att det urspungliga och det forkortade uttrycket dr lika for alla x utom x = 0
och x = 1. For dessa tva virden ir ju inte det ursprungliga uttrycket definierat. U

Vi sag i ett exempel ovan att om man visste ett nollstélle till ett andragradspolynom sa
kunde man med hjilp av faktorisering fa det andra nollstéllet. Fér andragradspolynom
har vi redan en allmén metod for att hitta nollstédllen, men for polynom av hogre grad
kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi har ett tredjegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollstillen till och antag ocksa att vi kdnner till att a &r ett
nollstille. Da édr p(x) = (x —a) - g(x) dér g(x) ér ett andragradspolynom. Ett nollstille
till p(x) dr nu ett nollstille till antingen x — a eller till g(x). For att hitta 6vriga noll-
stéllen till p(x) sa ska vi alltsé hitta nollstéllena till andragradspolynomet g(x) vilket
vi vet hur man gor.

Exempel. Vi l6ser ekvationen x> —9x+ 10 = 0. Vi sag i ett tidigare exempel att x> —
9x+10 = (x—2) (x> +2x—5), sd att x; = 2 ir en 16sning och eventuella andra Isningar
maste vara nollstillen till x*> + 2x — 5. Dessa hittar vi med formeln for 16sningar till
andragradsekvationer:

2 (2 2 (=5)=—-1+V6

X = —— — — | — = —

2377 2

Losningarna dr alltsd x; =2, xp = —1+ V6 och x3=—1— V6. O

Foljande resultat kan man ha nytta av om man ska forsoka hitta ett nollstélle till ett
polynom av grad 3 eller hogre med heltalskoefficienter.

Antag att vi har ett polynom x> + cx? + bx + a dir alla koefficienter 4r heltal.
Om x; &r ett heltal som ér ett nollstille till polynomet sa géller att konstant-
termen a dr en multipel av x;. Samma sak géller for polynom x"* +---4+bx+a
av vilken grad n som helst.

Med andra ord &r varje heltalsnollstélle en delare till konstanttermen a. Det dr litt att
inse varfor: om xj 4r ett nollstille till polynomet sa har vi att a = —x (x'll_] +---+b,
vilket visar att x; dr en faktor i @ och ddrmed att a dr delbart med x;. Ungefir pa
samma sitt kan man visa ett liknande pastaende om eventuella rationella nollstéillen
till polynom med heltalskoefficienter.

Antag att vi har ett polynom cx" + - - - + bx + a dir alla koefficienter &r heltal.
Om x| = g arett rationellt nollstille till polynomet och p och g é&r relativt
prima, sa géller att konstanttermen a dr en multipel av p och koefficienten
framfor den hogsta potensen ¢ dr en multipel av g.
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Observera att man i bada fallen sdger att om det finns en heltalslosning, eller en ratio-
nell 16sning till ekvationen p(x) = 0, s& maste denna uppfylla vissa villkor. Det finns
ingen som helst garanti for att en sadan 16sning existerar. Vad vi har &r alltsa endast ett
sdtt att gora kvalificerade gissningar.

Exempel. Vi tittar pa polynomet x* + x> — 7x> — x + 6. Det har endast heltalskoef-
ficienter sa om det har nagot heltal som nollstille sa maste det vara en delare till 6.
Mojliga nollstillen blir alltsa {1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6}. Om man testar dessa tal sa
finner man att 4 av dem dr nollstillen namligen {1, —1, 2, —3}. Vi kan alltsa faktori-
sera polynomet som

AT x4+ 6=(x— 1) (x+1)(x—2)(x+3). 0

Exempel. Om vi tittar pa ekvationen x> — 2 = 0 inser vi att om den har rationella
16sningar sa maste dessa vara bland talen +1,£2. Inget av dessa tal dr dock en 16sning,
alltsa finns inget rationellt tal vars kvadrat dr lika med 2.

O

Exempel. Vi letar efter rationella nollstillen till 3x> +2x% 4+ 2x — 1. Om det alls finns
sadana sa maste de vara pa formen B, dar p dr en delare till 1 och ¢ ér en delare till 3.

1
De enda mojligheterna dr alltsa 3 och —3 Insittning ger att 3 ar ett nollstille till det

givna polynomet.
O

Om ett polynom p(x) har samma faktor (x —a) tva ganger sa sdger man att a ér en dub-
belrot till ekvationen p(x) = 0 (om den forekommer tre ganger sa kallas den trippelrot
osvV). Antalet faktorer (x — a) i polynomets faktorisering kallas nollstcillets multiplici-
tet.

Exempel. Los ekvationen (x> —2x —7)? = 0.
Losning: Forst 16ses ekvationen x2 —2x—7 =0, som har rotterna xjp=1% 2V/2.
Polynomet kan faktoriseras som

(P —2x—7)% = (x— (1+2V2))*(x— (1 —2v2))?,

sd 1 4+2v/2 och 1 —2+/2 ir dubbelrétter. O
Det dr naturligt att stilla sig fragan om det for polynom av godtycklig grad gar att
hirleda formler som uttrycker polynomets nollstédllen i termer av dess koefficienter,

analogt med de formler vi hirledde for nollstillena till ett andragradspolynom. Svaret
ar att det later sig goras for polynom av grad tre och fyra, medan det inte finns sadana
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formler for polynom av grad fem eller hogre. Det sista ska inte tolkas som att ingen
annu har kommit pa hur man ska 16sa generella femtegradsekvationer. Det dr bevisat
att 16sningsformler inte existerar for polynomekvationer av grad hgre #n fyra®.

2.5.1 Ovningar

2.5.1 Forenkla foljande kvoter mellan polynom sa langt det gar.

X2 —2x+1 X —4x

2) xX2+3x—4 b) x4 —Tx2 4+ 6x

2.5.2 Los foljande ekvationer. Tips: De har minst en rot som &r ett heltal.
a) X +3x+x=0 b) x*—2x2-5x+6=0
©) 2 +14x? +22x+4=0 d) 64+3x*—5x—x'=0

2.5.3 Los foljande ekvationer. Ange om nagon av rétterna dr dubbelrot eller trippelrot.
a) (x—17°=0 b) ¥*—-1=0 o) (X—1P=0

2.5.4 Faktoruppdela féljande polynom.

a) x> —2x2—5x+6 b) FPH+TE+11x+2 ¢) 6+3x2—5x—x°

SLosningsformlerna for tredje- och fjirdegradsekvationer ir sa komplicerade att de i praktiken dr
oanvindbara.
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3 Plan trigonometri

Inledning

Trigonometri betyder triangelmétning. De grundliggande storheterna som vi kan mita
1 en triangel &dr dess sidor och vinklar. Ett bra sitt att beteckna en triangels sidor och
horn framgar av figuren.

A B

Vi anvinder alltsa sma bokstiver for sidorna och deras lingder och motsvarande sto-
ra bokstiver for hornen mittemot. Samtidigt far de stora bokstdverna ocksa beteckna
vinklarna i respektive horn. Det finns ett enkelt forhallande mellan storlekarna pa si-
dor och vinklar: storleksordningen ar densamma mellan sidorna och deras motstaende
vinklar. Storsta sidan star mot storsta vinkeln, minsta sidan stdr mot minsta vinkeln. T
ex 1 triangeln i figuren giller att b > ¢ > a och B > C > A. Vidare antar vi att det &r
ként att vinkelsumman i varje triangel dr 180°, dvs ett halvt varv.

Tva specialfall:

e En triangel som har tva sidor lika kallas likbent. Vinklarna mellan var och en av
de lika sidorna och den tredje kallas basvinklar. Dessa ir alltid lika stora.

e En triangel som har alla tre sidor lika kallas liksidig. I en liksidig triangel &r alla
vinklarna 60°.

I detta kapitel introduceras de trigonometriska funktionerna och nagra anvéindbara sat-
ser for triangelberdkningar presenteras och anvinds. Forst nagot om tva grundldggande
begrepp: kongruens och likformighet.



Kongruens

Om det for tva trianglar ABC och A’B'C’ med motstaende sidor betecknade enligt kon-
ventionen ovan a, b, c respektive a’, b', ¢’ giller: A=A, B=B,C=C,a=4d,
b=1"b,c=(,sasigs trianglarna vara kongruenta. De kan dirmed fé vara spegelviinda
som i nedanstaende figur.

For trianglar géller de tre s k kongruensfallen:

Kongruensfallen

1. Sida — vinkel — sida: Om a = d, B= B och ¢ = ¢ sd dir trianglarna
ABC och A'B'C' kongruenta.

2. Sida -sida —sida: Om a=d/, b=1b' och ¢ = ¢ sa ¢ir trianglarna ABC
och A’B'C’ kongruenta.

3. Vinkel — sida — vinkel: Om A = A’, b =b' och C = C' sd trianglarna
ABC och A'B'C' kongruenta.

Observera att motsvarigheten till fall 2 inte géller for fyrhorningar: om man klistrat
ihop fyra pinnar till en fyrhorning, kan man “vicka” pa konstruktionen och erhalla
olika fyrhorningar med samma sidor men med olika vinklar. Detta gar forstas inte med
en triangel.

74



Likformighet

Om det for tva trianglar ABC och A’B'C’ med motstaende sidor betecknade enligt kon-
ventionen ovan a, b, c respektive d’, b’, ¢’ giller:

a b

A:Alv B:B/7 C:C/, - )

a b c

sa sdgs trianglarna vara likformiga. De kan dven nu fa vara spegelvinda som i figuren,
dér forhallandet mellan motsvarande sidor ér 8:5=1,6. Om man ser den hogra triangeln
som en likformig avbildning av den vinstra, sa ir skalan 1,6.

a v
A&
A B B A’

Det finns motsvarigheter till de tre kongruensfallen nér det géller likformighet hos
trianglar:

Likformighetsfallen

/ /
1. Sida — vinkel — sida: Om B = B' och & = < sd ar trianglarna ABC

a ¢
och A'B'C' likformiga.
ada b
2. Sida - sida —sida: Om — = =3 sd dr trianglarna ABC och A'B'C’
a c
likformiga.

3. Vinkel - (sida) — vinkel: Om A = A/, och B = B’ sa trianglarna ABC
och A'B'C' likformiga.

Forutsittningarna i fall 3 innebdr att dven C = C’, eftersom alla trianglar har samma
vinkelsumma. Enligt definitionen av likformighet ska dels motsvarande vinklar vara
lika, dels forhallandet mellan par av motsvarande sidor vara lika. For trianglar innebér
likformighetsfall 2 och 3 att den ricker att verifiera den ena av dessa tva egenskaper.
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Exempel 1: I en triangel ABC med sidorna a = 8, b = 3 och ¢ = 7 drar strickan mellan
sidorna b och c¢ parallellt med sidan a, sé att det bildas en mindre triangel AB'C’ (se
figur). Beriikna sidornas lingder i denna sa kallade topptriangel om strickan BB’ = 3.

Lésning: Da trianglarnas vinklar 6verensstimmer: A gemensam, B=B', C = (', sd ir
trianglarna likformiga (tredje likformighetsfallet). Forst konstaterar vi att ¢’ =7 —3 =
4, ddrefter anvinder vi likformigheten for att bestimma 6vriga sidor:

~

! ! 4 32
a C C
b c 4 12
b ¢ c 7 7 ’

Svar: Sidorna ir a’ ~ 4,57, b' ~ 1,71, ¢ = 4.
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Liangdskala, areaskala och volymskala

N ) Volym =1 Volym = 23
Area =1 rea = 2

Vi betraktar hér likformiga objekt i tva och tre dimensioner. Med lingdskalan = L me-
nar vi forhallandet mellan motsvarande langder i tva likformiga objekt. Om vi istdllet
studerar forhallandet mellan tva motsvarande areor respektive volymer, sa talar vi om
areaskalan = A respektive volymskalan = V. Figurerna ovan illustrerar varfor

A=1L?
och

V=103

Exempel 1: Pa en karta i skalan 1:50000 #r ldngdskalan T(l)oo’ vilket innebdr att 1ing-
der i verkligenten ska multipliceras med detta tal, eller divideras med 50000 forstas.
Areaskalan dr da ( areor pa kartan &r 2,5 miljarder ganger mindre dn

1 )2 — 1
5104 2,5-109°
motsvarande omraden i verkligeheten.

Exempel 2: En ladformad kartong har volymen 1 liter. Hur mycket storre ska langder-
na vara i en kartong med samma proportioner och som innehaller 5 liter?

Losning: Anta att lingdskalan ska vara x, dvs att alla langder i den nya kartongen ska

vara x ggr storre. D4 #r ju volymskalan x> = 5, dvs x = 53 ~ 1,71. Tillverka den nya
kartongen med 1,71 ganger lingre sidor @n i den gamla.
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Vinkelenheter

Den mest anvédnda vinkelenheten dr nog grader. Den dr emellertid inte sérskilt naturlig,
eftersom antalet 360 grader pa ett varv kidnns ganska godtyckligt valt. Talet 360 har
dock bra delbarhetsegenskaper, sa manga naturliga brakdelar av ett varv svarar mot
hela antal grader. Man har ocksa forsokt introducera nygrader (gon): 1 varv = 400
nygrader, men 400 har lite sdmre delbarhet (t. ex. vinklarna i en liksidig triangel &r
inte heltal i denna enhet). Om vi slidpper delbarhetsaspekten, sa dr forstas enheten
varv en naturlig enhet. Men den viktigaste enheten utover grader har dnda kommit
att bli radianer. Dess fordel &r att den naturligt kopplar ihop cirkelbagens lingd med
vinkelmattet.

Definition: Vinkelenheten radian bestdms av att 27z radianer ar lika med ett varv.

Detta betyder ocksa att cirkelbagen som har centrumvinkeln v radianer har langden vr
radianer, om cirkelns radie ir r.

vr

Den vinstra figuren visar hur vinkeln 1 radian svarar mot att radien och cirkelbagen &r
lika langa. I den hogra figuren ser man det generella sambandet mellan vinkelmattet i
radianer och cirkelbagens lidngd.

I matematiken dr radianen den grundldggande vinkelenheten, och den behodver inte
sdttas ut. Skriver man att en vinkel dr 2,5 sa forutsitts detta innebéra 2,5 radianer.
Menar man 2,5 grader, maste man alltid skriva 2,5°.

Omvandlingar mellan grader och radianer blir enklast om man minns att 7 radianer dr
lika med ett halvt varv, dvs 180°. Alltsa:

—180°, 1°= %
& ) 130

Man uttrycker ofta vinkeln med 7 som “enhet”, t. ex. dr en rit vinkel lika med > en

180°
60-gradersvinkel dr g Vinkeln 20° &r alltsa ZOl _T T =

1809 %"= 10 ~ 18
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3.1 Riitvinkliga trianglar

En rdt vinkel ér ett kvarts varv = 90°, vinklar mellan 0° och 90° kallas spetsiga, vinklar
mellan 90° och 180° kallas trubbiga. En rdtvinklig triangel har en vinkel som &r rit,
de 6vriga vinklarna dr dirmed spetsiga.

I en ritvinklig triangel kallas de tva sidor som bildar rit vinkel kateter, den aterstaende
(langsta) sidan kallas hypotenusa. Vi formulerar en vilkédnd sats:

Pythagoras sats:

I varje ritvinklig triangel 4r, med figurens beteckningar, a®+ b* = ¢?

I ord uttryckt: Summan av kateternas kvadrater dr lika med kvadraten av hypotenusan.

B

A e

b

Likheten i satsen giller dessutom bara for ritvinkliga trianglar, alltsa: om a> + b? = ¢?

sa dr vinkeln C rit. Detta kan man kalla omvdndningen av Pythagoras sats.

Exempel 4: I en ritvinklig triangel dr den ena kateten a = 126 cm och hypotenusan &r
¢ = 130 cm. Da kan vi berikna den aterstaende kateten b ur Pythagoras sats:

12624+ =1302 = b>=130>—-1262=1024 = b=+1024=232

Alltsa: b =32 cm

Exempel 5: En triangel har sidorna a = 295, b = 305 och ¢ = 424. Ar den riitvinklig?
Om den ir ritvinklig ska enligt Pythagoras sats gilla a® + b* = ¢2. Hir visar det sig
att a®> + b*> = 180050 och ¢? = 179776, sa triangeln kan inte vara ritvinklig (fast det &r
’nira”).

Exempel 6: Vi stiller samma fraga om en triangel har sidorna a = 297, b = 304 och
¢ = 425. Nu visar det sig att a®> + b*> = ¢> = 180625. Omvindningen av Pythagoras
sats giller (se kommentar ovan): om a* + b* = ¢?, sa dr vinkeln C rit. Denna triangel
ar alltsa exakt rétvinklig.
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Exempel 7: Berikna hur langt det &r till den synliga horisonten pa 6ppet hav da 6gat
befinner sig 15 meter over havsytan. Vi antar att jorden dr klotformad med radien
6368 km. (Vi bortser ocksé fran atmosfirisk ljusbrytning som okar avstandet nagot,
varierande med de atmosfiriska forhallandena och sdgs i genomsnitt vara ca 8% for
mattliga virden pa h.)

Losning: Med beteckningar enligt figuren, som forstas &r kraftigt 6verdriven, har vi
en riatvinklig triangel med kateterna d (det sokta avstandet) och R (jordens radie) och
hypotenusan R+ 4 (radien plus hojden). Vi sitter in detta 1 Pythagoras sats (alla lingder
1 enheten meter!):

d>+R*=R+h)? — dE+R=R+h+2Rh <+ d*=h*+2Rh

d=\/h+2Rh = /152 +2-6368000-15m ~ 13822m
Svar: Avstandet dr ca 14 km.

Anmirkning: i exemplet dr  avsevirt mycket mindre in R. D4 kan man forsumma A2
i forhallande till 2Rh och fa den enklare formeln d ~ v/2Rh (skiljer bara en knapp cm i
vart exempel), men om 4 borjar komma in pa rymdfartens omrade, sa kan man behova
den exakta formeln.
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3.2 De trigonometriska funktionerna i ritvinkliga trianglar

Med utgangspunkt fran figuren vid Pythagoras sats definierar vi de trigonometriska
funktionerna:

. a motstaende katet

sinA = —=

c hypotenusa

b  nirliggande katet
COSA = —= £g

c hypotenusa

a motstdende katet
tanA = -— = — )

b  nirliggande katet

b  nirliegande katet
COtA = —= g‘? .

a motstaende katet

Forkortningarna utlidses sinus, cosinus, tangens och cotangens. Det foljer av defini-
tionerna att sinA och tanA Okar om A 6kar, medan cosA och cotA minskar (sa linge
vinkeln A &r spetsig, storre vinklar behandlas senare). Vi observerar ocksa griansfallen

0° och 90° dar vi far
sin0° = tan0° = 0, cos0’ =1
sin90° =1, c0s90° = cot90° =0
medan tangens inte kan definieras for 90° och cotangens inte kan definieras for 0°.

Vissa samband mellan de olika trigonometriska funktionerna kan ocksa konstateras:

sinA 1 COSA B 1

tanA = =—, = — =
CoSA cotA sinA  tanA

Exempel 8: En triangel med sidorna a = 3, b =4 och ¢ = 5 lingdenheter &r ritvinklig,
eftersom 32 + 4% = 52. Den brukar kallas den egyptiska triangeln och ger oss ett Litt
sdtt att tillverka en vinkelhake. I denna triangel &r alltsa

. 4 3 4

SinA = 5 COsA = 3 tanA = 7 COtA = 3

Med hjélp av minirdknaren kan vi berdkna de trigonometriska funktionerna for en

vinkel, men vi kan ocksa ta reda pa vinkeln, om man kénner en trigonometrisk funktion

(atminstone om vinkeln #r spetsig som hir). Eftersom det ser ganska olika ut pa olika

raknare, tar vi detta pa undervisningen och inte hir i detalj. T ex kan vi fa ut vinkeln A

1 den egyptiska triangeln genom att anviinda sinusfunktionen enligt ovan. sinA = 0,6
ger da med minirdknarens hjilp att A ~ 36,9°.

Vi far ocksa genom att multiplicera med ndmnarna i definitionerna att

81



a=c-sinA, b=c-cosA, a=b-tanA.

Exempel 9: Antag att sidan ¢ = 12cm och vinkeln A = 52°. Da kan vi berikna de ater-
staende sidorna: a = ¢-sinA = 12-sin52° ~ 9,46¢cm och b = ¢-cosA = 12-co0s52° =
7,39cm.

Exempel 10: Antag att sidan b = 8cm och vinkeln A = 33°. Dé ir tanA = § =
~9

_ _ o~ . " _b _ b _ 8
a=>b-tanA =8tan33°~ 5,20cm. Vidare ir coSA = = ¢= = = 35

Tva vinklar som har summan 90° kallas komplementvinklar. 1 var ritvinkliga triangel
ar A och B =90° — A komplementvinklar. Vi tittar lite utforligare pa definitionerna av
de trigonometriska funktionerna och kan da se:

cos(90° —A) = sinA, sin(90° —A) = cosA,
cot(90°—A) = tanA, tan(90° —A) = cotA.

Det finns ett annat enkelt samband mellan sinus och cosinus. Om vi tar likheten a® +
b* = ¢? i Pythagoras sats och dividerar bada leden med ¢?, far vi

a\? b\ 2
CRIEe
c c
dvs uttryckt i sinus och cosinus:
(sinA)? + (cosA)? =1

Sambandet brukar kallas trigonometriska ettan. Man brukar skriva lite kortare:

sin®A + cos?A =1

For vissa vinklar kan man komma at de exakta viardena pa de trigonometriska funktio-
nerna. Speciellt om man utgar ifran en kvadrat eller en liksidig triangel dr detta enkelt.
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45° — 45° —90°: Vi delar en kvadrat med sidan 1 ldngdenhet lings diagonalen. Diago-
nalens lingd blir di v/2 lingdenheter (anvind Pythagoras sats!).

Nu kan vi anvinda vara definitioner av trigonometriska funktioner:

sin45° = L cos45° = L tan45° =1, cot45° =1

V2’ V2’
30° —60° —90°: Vi upprepar bravaden med en liksidig triangel som vi klyver sym-

metriskt. Vi later sidorna vara 2 lingdenheter, sa att den delade halva sidan blir 1
lingdenhet. Med Pythagoras sats kan vi d& berikna delningslinjen (hojden) till /3.

30p N

60° [ ] *

____________

1 1

Nu far vi de exakta virdena pa de trigonometriska funktionerna for bade 60° och 30°
(vi hoppar 6ver cotangens denna gang):

| —

sin60° = ?, cos60° = —, tan60° = /3

, tan30° =

SIS

1
sin30° = X cos30° =

e
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Vi kan stilla samman vara resultat i en liten tabell, dir vi ocksa tar med 0° och 90°.

v [ 0]30°|45°|60°|90°
. 1| V2| V3
sy 0 2 5 5 1
cosv | 1 g @ % 0
tanv | O 7 1 V3] —

3.3 Trigonometriska funktionerna for allménna vinklar

I trianglar kan ju vinklarna bli mellan 0° och 180°, i fyrhorningar och andra geomet-
riska figurer kan man ha vinklar melllan 0° och 360°. Det senare giller ju ocksa vid
angivning av kurs for ett fartyg eller flygplan. I andra sammanhang, t ex nir man ar-
betar med roterande apparater (generatorer, motorer etc) eller med andra periodiska
processer, later man vinkeln 16pa vidare flera varv. Om rotationsriktningen vands, rak-
nar man ocksa med negativa vinklar. Med andra ord, vinklar kan fa ha vilka reella
virden som helst. Darmed finns det ocksa anledning att utvidga vara definitioner av de
trigonometriska funktionerna.

For att kunna definiera de trigonometriska funktionerna mera allmént, infor vi den s k
enhetscirkeln i ett koordinatsystem. Dess medelpunkt dr origo O = (0,0), dess radie dr
1. Punkten P = (1,0) &r cirkelns skdrningspunkt med positiva x-axeln. Vi tinker oss nu
att strickan OP likt en visare pa en klocka vrids moturs runt origo sa att den hamnar i
Q. Vinkeln mellan stralens utgangslidge OP och dess slutlige OQ kallar vi v. Observera
att om man vrider v+ 360° sa hamnar punkten P ocksa i Q eftersom 360° motsvarar
vridning ett varv moturs.

y y
A /
Q
. P : P
\') \'
g_/‘ > X =Y = X
(a) Vinkeln u dr v+ 360°. (b) En vinkel och dess negativa mot-
svarighet.

Figur 11: Allménna vinklar.

Om visaren i stéllet vrids medurs riknas vinkeln negativ.
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Det finns en stor fordel med detta synsitt. Vi kan tdnka oss att visaren vrids mer dn
ett varv och lata vinkeln vara lingden av den genomlopta cirkelbagen. Vinklar kan da
vara storre dn 27. Dessa har inte ldngre nagon geometrisk motsvarighet. Den punkt
som motsvarar vinkeln 450° #r (0, 1) eftersom 450° = 90° + 360°. Visaren vrids ett
och ett kvarts varv. Vinklarna 450° och 90° motsvaras av samma punkt men ar olika
vinklar. Om visaren vrids medurs 4r vinkeln negativ. Vinkeln —270° motsvaras ocksa
av (0,1).

y En forsta observation vi kan gora dr att om

0<v<90°

(cosv, snv) : : .
: sa dr Q = (cosv,sinv), eftersom vi har en rit-

- X vinklig triangel med en hypotenusa av ldngd
1. Denna observation ligger till grund for
den allménna definitionen av de trigonomet-
riska funktionernas virden for godtyckliga
vinklar.

Figur 12: Enhetscirkeln.

Definition: Lat Q = (x,y) motsvara vinkeln v enligt ovan. D4 4r
. y x
cosv=ux, sinv=y, tanv== om x#0, cotv=- om y#0.
X y

For vinklar v sddana att x = 0 dr tanv odefinierat. For vinklar v sddana att
y =0 &r cotv odefinierat.

Eftersom en 6kning eller minskning av v med 360° motsvarar en vridning av “visa-
ren” OP ett helt varv mot- eller medurs foljer det att sinus och cosinus dr periodiska.
Nirmare bestamt sa har vi foljande:

sinv = sin(v+360°) =sin(v+n-360°), foralla ne€Z
cosv = cos(v+360°)=cos(v+n-360°), foralla ne€Z
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Trubbiga vinklar

I en triangel dr vinklarna alltid mellan 0° och 180°. Dérfor ska vi koncentrera oss
pa att utforska sinus, cosinus och tangens for trubbiga vinklar, dvs mellan 90° och
180°, eftersom vi vill kunna anvénda trigonometrin pa allménna trianglar (férut har
vi ju bara kunnat anvianda den pa ritvinkliga trianglar). Vi har tidigare kommit at de
spetsiga vinklarna, sa nu ska vi jaimfora dessa med de trubbiga genom en spegling i y-
axeln. Tva vinklar med summan 180°, alltsa v och 180° — v kallas supplementvinklar.
De svarar mot varandra genom spegling i y-axeln.

Spegelpunkten till (a,b) med avseen-
de pa y-axeln dr (—a,b) med vinkeln
(180° —v). Alltsa ar

cos(180°—v)= —a = —cosv

b

sin(180°—v) = b =siny

tan(180° —v) = — = —tanyv,

Figur 13: Spegling i y-axeln.

Vi kan nu bygga ut var gamla tabell med exakta virden:

% 01]30°]45°]60°|90°| 120° | 135° | 150° | 180°
. 1 V2 | V3 3 V2 1

sinvy O bl 5 5 1 % 5 bl O
cosv | 1 \? 4 % 0 —% —4 —% —1
tany | 0| = | 1 V3| — | =3 =1 —5| 0
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Exempel 11:

(a) Los ekvationen sinx = 0,88 i intervallet 0° < x < 180°.
(b) Los ekvationen cosx = 0,88 i intervallet 0° < x < 180°.

(c) Los ekvationen cosx = —0, 88 i intervallet 0° < x < 180°.
Losning

(a) Ekvationen har tva olika 16sningar i intervallet, minirdknaren ger oss den spetsi-
ga losningen x| ~ 61,6°, den andra (trubbiga) 16sningen dr supplementvinkeln
xy = 180° —x; ~ 118,4°.

(b) Cosinusekvationen har bara en 16sning i vart intervall, vi far den av minirdkna-
ren: x ~ 28,4°

(¢c) Samma giller hir, men med ett negativt virde &r vinkeln trubbig. Minirdknaren
ger x =~ 151,6° (som &r supplementvinkeln till 16sningen i (b)).

Detta exempel visar att cosinus dr att foredra framfor sinus vid vinkelberdkningar, om
man kan vilja. I trianglar finns det hogst en trubbig vinkel, s om man beridknar en
vinkel som inte ir triangelns storsta, kan man vara sidker pa att den #r spetsig. Da ar
sinusekvationen “ofarlig”.

Anm: Om man vill bestimma alla 16sningar till ekvationen sinx = 0,88, i exempel 9a, ricker det att
man bestimmer de tva losningarna x; ~ 61,6°, och x, ~ 118,4° i intervallet 0° < x < 180° och sedan
lagger till hela varv till dessa:

x=x1£360°, x=x14+2-360°, x=x;£3-360°,...

och
X=2xy+360° x=x,£2-360°, x=x,£3-360°,...

Detta kan sammanfattas lite kortare:

x ~ 61,6 + n-360°
x ~ 118,4° + n-360°

dirn=0,4+1,£2,43,....
For cosinusekvationen finns det ocksa ett par av 16sningar i varje varv pa enhetscirkeln (utom da ho-

gerledet #r 1 eller -1). Om cosv = a sa ér ndmligen ocksd cos(—v) = a. I exemplet 9b ovan far vi da
samtliga l6sningar till ekvationen cosx = 0, 88 enligt foljande:

x ~ 28,4° + n-360°
x o~ —28,4° + n-360°

dirn=0,+1,42,43,....
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3.4 Allminna trianglar, areasatsen, sinus- och cosinussatserna.

En triangel har antingen tre spetsiga vinklar, den kallas da spetsvinklig, eller en trubbig
och tva spetsiga da den kallas trubbvinklig, eller en rit vinkel och tva spetsiga da den
som bekant kallas ratvinklig.

Ganska ofta beror kalkyler eller resonemang pa om triangeln &r spets-, rét-, eller trubb-
vinklig. Det dr darfor viktigt att Overtyga sig om att pastaenden etc dr allméngiltiga och
inte bara giller tex spetsvinkliga trianglar.

Foljande satser kommer att anvéndas i detta avsnitt. Deras bevis ges 1 Appendix.

Areasatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller for triangelns area T att

B b-c-sinA B a-c-sinB B a-b-sinC

T
2 2 2

Med andra ord sa dr arean halva produkten av tva sidors langder och sinus for deras
mellanliggande vinkel.

Sinussatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller att

sinA sinB  sinC

a b

Cosinussatsen: For en triangel med sidorna a, b och ¢ och motstaende vinklar
A, B och C sa giller att

2= a2—|—b2—2ab-cosC.

B b <
sinA  sinB  sinC’

Anmiérkning 1: Sinussatsens ekvationer kan lika gérna skrivas

vilket kan vara behiindigt om det dr en sida man vill 16sa ut.

Anmiirkning 2: I specialfallet C = 90° fs ¢*> = a”> + b, d v s Pythagoras sats.
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Exempel 12: En triangel har sidorna a = 27, b = 39 (ldangdenheter) och vinkeln C =
95°. Berikna sidan ¢ och triangelns area.
Losning: Cosinussatsen ger ¢2 = a” + b? — 2bccosC = 27> +392 —2-27-39¢0s95°.

Kvadratroten ur detta ger ¢ ~ 49,3
a-b-sinC  27-39-sin95°

2 2

Areasatsen ger triangelarean 7 = ~ 524,35 areaenheter.

Exempel 13: En triangel har sidorna a = 15, b = 19 och ¢ = 7. Berikna triangelns
storsta vinkel.

Losning: Den storsta vinkeln &r B eftersom den star mot den storsta sidan. Cosinussat-
sen ger

a?+c*—b? 87

b2:a2—|—c2—2accosB = cosB= ac 210

Med minirdknarens hjilp far vi B ~ 114,5°.

Exempel 14: Ett fartyg ror sig med 8 knop rakt Osterut, opaverkat av strommar. Vid
tva tillfallen med 30 minuters mellanrum méter man riktningen till en och samma fyr.
Béringen blir da 12° respektive 332°. Beridkna avstandet fran fartyget till fyren vid de
bada tidpunkterna.

Losning: Efter 30 minuters gang med farten 8 knop har man tillryggalagt 4 nautiska
mil i vést-Ostlig riktning. Fran denna baslinje har man tva strackor a och b att berdkna
i en triangel med vinklarna 78°, 62° och 40° (se figuren, dir ocksa sambanden mellan
de 1 uppgiften angivna riktningarna och triangelns vinklar antyds).

Bade a och b kan beridknas med hjilp av sinussatsen:
a b 4 _ 4sin62° ~5.49 b_4sin78° N

~ 6.09
sin40°

Sin62°  sin78°  sind0° %7 Tsind0°

Svar: avstanden var 5.5 M respektive 6.1 M.
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Exempel 15: Solvera en triangel, d v s berdkna alla sidor och vinklar, om det dr ként
atta=7,0, b=15,5och B=40°.

Losning 1: Sinussatsen ger

sinA sinB a 7,0

) ) 7,0 . o
=5 = smA—Z'smB—57—5~sm4O 55 0,643 ~ 0,818

Ekvationen sinA ~ 0,818 har l6sningarna
Ay ~54,9° (spetsig vinkel) och A; = 180° — A ~ 125, 1° (trubbig vinkel),

ty sinA, = sin(180° —A;) = sinA;.

Fall 1: A| ~ 54,9° ger vinkeln C; = 180° — B—A; &~ 85, 1°. Med sinussatsen fas sidan

cp b o =b. sinCy ~5.5 sin85,1° ~5.5 0,996

sinC;  sinB = sinB "~ sin40° 0,643 ~8,5.

Fall 2: A; = 125, 1° ger vinkeln C;, = 180° — B — Ay =~ 14,9°, och sidan

2 b

snC,  smB = c¢y=>b-sinCy/sinB~ 5,5 sin14,9°/sin40°

~5,5-0,257/0,643 ~ 2,2.

Figuren illustrerar de tva fallen (fall 1 streckat dér det skiljer sig)

Losning 2: Man kan ocksa 16sa detta problem med cosinussatsen. Man 16ser da ut sidan
¢, som denna gang inte dr den som star mot den kénda vinkeln (som i exempel 10), och
man far en andragradsekvation som ger oss de tva fallen:

b* =a*+c* —2accosB <= > —2accosB+a*—b* =0 <+
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¢ — (14c0s40°)c+ 18,75 =0

pg-formeln ger oss

¢ = Tcos40° + \/(Tcos40°)2 — 18,75 ~ 5,36 £ 3,16

Vi far de tva fallen ¢; =~ 8,5 och ¢y ~ 2,2. Med sinussatsen bestimmer man sedan
den mindre av de aterstaende vinklarna, sa man vet att man ska vilja det spetsiga
losningsalternativet som sinusekvationen ger. Vilken som dr den mindre avgors ju av
storleksordningen mellan de motstaende sidorna, som nu dr kinda. Den sista vinkeln
bestdms som forut med vinkelsumman. Detaljerna uteldmnas hér.

Svar:
Fall 1: Al = 54,90, C = 85,10, 1~ 8,5
Fall 2: Ay~ 125.1°, Cr=14,9°, cr=2,2.
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3.5 Grafritning, sinus- och cosinuskurvor.

Vi har hittills illustrerat sinus och cosinus med hjilp av enhetscirkeln, dédr vinkeln litt
kan tolkas grafiskt. Ofta vill man istéllet askadliggora sambandet i en graf. Man lag-
ger da ut vinkeln (hér kallad x istillet for v) langs en vagrit axel, och motsvarande
funktionsvérde, t. ex. sinx lings en lodrit axel. Vi illustrerar detta for sinusfunktionen
for alla vinklar mellan 0° och 360°. Till stod anvinder vi en virdetabell, som inne-
héller nagra vil valda vinklar. Vinklarna uttrycks i bade grader och radianer, i figuren
radianer. Forbind stodpunkterna med kinsla: det finns inga spetsar eller horn pa en
sinuskurva!

Eftersom sinuskurvan ér periodisk, kan vi litt fortsétta ritandet over fler perioder:

AY

Yy = sinx

N\ LT N\ L
—37 2m -7 1+ T 2m 3T
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AY
x y = sinx 1+ y =sinz
0°=0 0

30° = ﬂ:/6 075 § 5/\ | | | .I'\

90° =1/2 1 T x 5m T 3n 11 g
150°=57/6 | 0,5 ~0,54 ° ’ ‘ .

180° =1 0 —14
210°=77/6 | —0,5
270° =372 | —1
330°=117/6| —0,5

360° = 27 0



Cosinuskurvan da? Prova att gora en liknande virdetabell for en period av cosinus-
funktionen, da ser du snart att grafen &r en sinuskurva som &r forskjuten 90° = 7 /2 at
vinster (vilket speglar sambandet cosx = sin(x + 7/2) och som kan forstas med hjilp
av enhetscirkeln):

Nir man studerar sinusformade forlopp (t. ex. vissa vagrorelser och vixelstrom), har
man att gora med lite allmédnnare varianter av typen y = Asin(wx+ ¢). Hir ska A, @
och ¢ betraktas som konstanter, medan x som vanligt 4r var variabel. I tillimpning-
ar ar denna variabel ofta tiden, och skrivs da vanligen ¢ istillet. Konstanten A kallas
amp-lituden, den innebir att y-virdena varierar mellan —A och A istéllet for -1 och 1.
Konstanten @ kallas vinkelfrekvensen. Den paverkar perioden, vilket vi ska se i f6l-
jande exempel. Konstanten ¢ kallas fasvinkel, och effekten av den dr forflyttningar av
kurvan i sidled.

Exempel 16: Rita grafen till funktionen y = 3 sin2x.

I virdetabellen for y = sinx hade vi de tre forsta x-virdena 0, /6, 7 /2. Nu ser vi att
vinkeln 2x far dessa virden “tidigare”, ndmligen da x ar 0, /12, /4. Vi far en dubbelt
sa snabb svingning, och en hel period har avverkats redan da x = &. Vi observerar
ocksa att amplituden dr 3, sa de gamla y-virdena multipliceras med 3. Figur pa nista
sida.
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y = 3sin2x

y =sinz

<
7T, . T
7 . ,

Exempel 17: Rita grafen till funktionen y = 3sin 3.

Fortfarande &r alltsd amplituden 3. Nir nu vinkeln dr x/2 istillet for x, maste vi ha
dubbelt s stora x for att fa vinkelviardena i virdetabellen for y = sinx. Detta ger ett
forlopp som ar hilften sa ’snabbt”, och perioden blir dubbelt sa lang.

AY
_ T
5l Yy = 3sin g
—\s "-“ "N c'~“ 1:
‘\__' N ‘\“ ‘~_, -
—47 3 Yy =sinx A

Vi kan sammanfatta sambandet mellan vinkelfrekvens @ och period 7':

For funktionen y = Asin(wx+ @) eller y = Acos(wx+ ¢) med perioden T &r
oT =2x.

Hittills har vi haft ¢ = 0, men vi ska nu se vilken roll fasvinkeln ¢ spelar.

Exempel 18: Rita graferna for y = sinx, y = sin(x+ §) och y = sin(x — §) i samma
diagram, om ¢ = 7 =45°,

Vi kénner redan grafen for y = sinx. Om vi byter ut x mot x+ ¢, sa far vi en forskjutning
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av virdena sa att exempelvis x = 0 i den forsta funktionen motsvarar x + ¢ = 0, dvs
x = —¢ i den andra. Om ¢ ir positivt, blir dirmed kurvan fortidigad"¢ enheter pa x-
axeln, alltsa forskjuten just sé at vinster. Om ¢ &r negativt, forskjuts kurvan istillet at
hoger. Sahir ser detta ut i fallet ¢ = 7 = 45°:

AY
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Ovningar

1. En 170 cm lang person star bredvid ett trid. Personens skugga dr 260 cm lang,
tradets dr 28 m. Hur hogt ar tridet?

2. En triangel 77 har sidorna 12 cm, 21 cm och 27 cm. En mindre triangel 75 bildas
genom att man kapar 77 parallellt med den kortaste sidan. Den striacka som delar
Ty har lingden 8 cm. Vilka blir de 6vriga sidldangderna i 757

3. Ien ritvinklig triangel &r kateterna 19 och 33 ldngdenheter. Hur lang dr hypote-
nusan?

4. Ten triangel &r langsta sidan 21853, en annan sida dr 8405. Hur lang dr den tredje
sidan om triangeln &r rdtvinklig?

5. Solvera (bestdm alla sidor och vinklar 1) foljan-
de ritvinkliga trianglar med beteckningar enligt
figuren bredvid:

(@) c=4,00ch A =35°
c a
(b) a=3,00ch A =36°
ALY b . ©a=200chc=30

(d) a=2,0 ochb=3,0
(e) b=5,00ch B=55°.

6. Bestim for v i intervallet 0° < v < 90°)

(a) cosvochtanv, om siny =3/5
[Ledning: Rita en triangel med a = 3 och ¢ = 5]

(b) cosvochtany, omsinv=2/3  (c) sinv och tanv, om cosv = 1/3
(d) sinv och tanv, om cosv = 0,4 (e) sinv och cosv, om tany = 1/2

(f) sinv och cosv, om tanv =24/7 (g) sinv och cosv, om cotv =0,7
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Bestidm alla 16sningar mellan 0° och 180° till foljande ekvationer:

(a) sinv=0,733
(b) sinv=—0,733
(c) cosv=0,733
(d) cosv=—-0,733

. T en triangel &r en sida 12 cm och dess motstaende vinkel dr 80°, en annan sida

ar 10 cm. Berékna triangelns 0vriga sidor och vinklar samt dess area.

. Vilka dr vinklarna i en triangel med sidorna 13, 19 och 25?

I en triangel &r langsta sidan 12 cm och tva av vinklarna dr 30° respektive 40°.
Berikna triangelns dvriga sidor och dess area.

I en triangel dr vinkeln A = 34°, sidan b = 10 och sidan @ = 7. Ber#kna atersta-
ende sidor och vinklar.

I en triangel dr vinkeln A = 34°, sidan b = 10 och sidan a = 11. Berikna atersta-
ende sidor och vinklar.

Ett konformat glas dr 10 cm hogt. Till vilken hojd ska glaset fyllas
for att bli halvfullt?

Tva personer star pa var sitt fartygsdick, den ena med 6gonhdjd 20 m 6ver ha-
vet, den andra 15 m. Berdkna det storsta avstand pa vilket de skulle kunna se
varandra (atminstone vid god sikt och med bra kikare). Vi bortser fran atmosf-
risk ljusbrytning och vi betraktar jorden som klotformad med radien 6371 km.

En lodrit mast har monterats pa en 50m hog byggnad. Da man star 100m fran
byggnadens fot (vagrdat mark) kan man mita den vinkel som masten upptar till
12°. Berikna mastens hojd.
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16.

17.

18.

19.

En annan lodrit mast star pa plan, horisontell mark. Masten ir stagad med stalwi-
rar, som kan betraktas som ritlinjiga (hart spinda) och &r fastspinda i mastens
topp och i marken. En av wirarna bildar vinkeln 35° med marken, for en annan
ar vinkeln 50°. Den sistnimnda wiren féster i marken 10 meter ndrmare mastens
fotpunkt @n den forstndmnda. Berdkna mastens hojd.

Ibland kan man se planeten Venus och solen samtidigt (atminstone gar detta med
ett bra teleskop). Vid ett sadant tillfdlle bestimdes vinkeln mellan de bada him-
lakropparnas tva riktningar till 12°. Om vi betraktar jordens och Venus banor
kring solen som cirklar i samma plan med solen i1 centrum och med radier 150
miljoner km respektive 108 miljoner km, hur langt var det da fran jorden till
Venus vid detta tillfille?

Berikna sidan markerad med x i figuren. Fyrhorningens alla horn ligger pa sam-

N

Ledning: om en fyrhorning 4r inskriven i en cirkel, finns ett speciellt samband
mellan vinklarna for tva motstaende horn. Detta samband kan hirledas ur satsen
om medelpunktsvinkel och bagvinkel (=periferivinkel).

ma cirkel, enheten 4r cm.

Figuren visar delar av kurvorna y = sinx och y = A sin(@x) tillsammans. Bestim
konstanterna A och .

1,5

—1,50
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20. Figuren visar grafen till funktionen y = A cos(x).
Bestdm konstanterna A och .

Ay

4
3
2
1 X
0 >

3\

-6-5-4-3-2-1 01 2 3 45 6

21. Figurerna visar kurvor av typen y = A sin(@x).

Bestiam konstanterna A och .
Ay y

4 30
3 y = Asin(wx) |
20
2 B 4
1 /\ i 10 :
0 0

\ Ko

—+

-1 1 -10

_2 4

-3 : | -20

-4 ‘ e s ey

-30 -20 -10 0 10 20 30 -6

22. Figurerna visar kurvor av typen y = Asin(x+ ¢).
Bestidm konstanterna A och ¢.

y I

B NG A VA

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
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4 Vektorer

Detta material bygger pa valda och delvis omarbetade delar av kompendiet Vektoral-
gebra av Hasse Carlsson.
Dessutom har ett helt nyskrivet avsnitt om stromtriangeln lagts in.

Inledning

Du ér sikert vl fortrogen med hur (reella) tal kan anvédndas for att beskriva olika
storheter inom naturvetenskap, t.ex. lingd, temperatur, stromstyrka och fart. Dessa
storheter kallas ofta for skaldirer, till skillnad fran de storheter som vi ska kalla vektorer.

Andra storheter har bade riktning och storlek. Nagra sadana exempel ir kraft, accele-
ration, hastighet och magnetfilt. Sedan lange har man beskrivit dessa storheter, t.ex.
krafter, med hjélp av pilar (riktade strickor) dér pilen pekar i kraftens riktning och
pilens langd anger kraftens storlek. Storheter med bade riktning och storlek kallas vek-
torer. Vi skall ldra oss att rikna med dessa vektorer och pa sa sitt skapa oss ett verktyg
for att angripa problem av manga olika slag.

2. Vektorer - definition och rikneoperationer

Med ledning av diskussionen 1 inledningen skall vi definiera vektorer och operationer
pa vektorer i bade planet och rummet. Definitionen bygger pa geometriska resultat om
t.ex. parallellitet och likformighet. Omvint kan vi diarfér genom att rdkna med vektorer
bevisa geometriska resultat.

Om man studerar hastigheten hos en bat (i synnerhet om vagorna dr sma) ér det natur-
ligt att bara halla reda pa hur den ror sig med avsende pa tva riktningar; nord-sydlig
och ost-vistlig. En bat kan t.ex. kora med 12 knop i nordnordvistlig riktning. Om
man i stillet studerar ett flygplan behover man ocksa halla reda pa en tredje riktning;
nidmligen den vertikala. Planet kan stiga 30° med hastigheten 572km/tim i sydostlig
riktning. Man sdger dérfor att planet (inte flygplanet!) dr tvadimensionellt och rammet
tredimensionellt och vi anvinder ofta beteckningarna R? och R? for planet respektive
rummet.

Vi skall definiera vektorer i1 planet och i rummet. Diskussionen i denna och de f6ljande
tva paragraferna giller bade for vektorer i R? och R3.



Definition 2.1. Tvd punkter A och B bestimmer en riktad stricka frdan A till B som
_>
betecknas AB.

Varje riktad stricka bestimmer i sin tur en vektor w. Tvd strickor som dr lika langa
och lika riktade bestimmer samma vektor.

— —

I figuren ér strickorna AB och CD lika langa och lika riktade och bestimmer alltsa
— — — —

samma vektor u. Vi skriver u =AB=CD. Strickan EF ir lika lang som AB men inte

— — —
parallell med AB. Sa om v =EF idr u # v. Strickan GH #r lika riktad men inte lika
H

— — — )
lang som AB, sa om w =GH dr w # u. Eftersom EF och GH varken r lika langa eller
lika riktade sa dr ocksa v # w.

Nollvektorn @r den vektor som fas da start- och slutpunkt sammanfaller. Nollvektorn
— —
betecknas 0 och alltsa dr 0 =AA=BB.

—

Om u=AB sa dr —u den vektor som ir lika lang som u men motsatt riktad mot u , dvs.
_>

—u =BA.

Lingden av vektorn u betecknas |ul.

Anmiérkning 2.1. Det finns manga olika sitt att skriva en bokstav sa att man ser att den re-
presenterar en vektor. I denna text anvinds fetstil: u, vilket kan vara besvérligt med papper
och penna. Nir man skriver for hand gor man gérna istillet bokstaven dubbeltecknad. Vanligt
forekommande &r ocksa att anvinda en pil som i de riktade strickorna i definitionen ovan, dvs

—

u.
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2.1. Operationer pa vektorer
Multiplikation av en vektor med en skaliar

Definition 2.2. Om ¢ dr ett reellt tal och u cir en vektor sa cir ta den vektor som har
lingden |t||u| och dr lika riktad som w om t > 0 och motsatt riktad mot w om t < 0.
Nart =0drtu=0.

u 2u

/ 3

Exempel 2.1.
(D1l-u=u 2)(—1)-u=—u
3)t0=0forallar och (4)Ou=0{forallau.
]

Vektorerna u och zu ir alltsa parallella och om u # 0 sa kan varje vektor v som &r
parallell med u skrivas v = tu for nagot ¢.

Addition av vektorer
Vi skall nu definiera addition av vektorer. Definitionen gors sa att kraftparallellogram-

lagen blir uppfylld.

Definition 2.3. Lat u och v vara tva vektorer. Vilj tre punkter A,B och C sa att u =
— — —
AB och v =BC. Da dru+ v =AC.
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Rékneregler

(Du+v=v+u (kommutativitet),

(2) (u+v)+w=u+(v+w) (associativitet),
Bu+0=0+u=mu,

4) t(u+v)=ra+rtv (distributiviter),

(5) (s+1t)u=su+ru (distributivitet),

(6) s(tu) = (st)u.

Vi visar bara (1) och (4) da t > 0, och later ldsaren sjélv fundera ut varfor de 6vriga dr
sanna.

Kommutativiteten foljer ur foljande figur.

C u D
v+u
v u+v

I parallellogrammen ABCDiiru —AB CD ochv _AC BD Sdu+v —AB + BD=AD=AC
+ CD— v+

Att (4) géller foljer av hkformlghet Antag att t > 0 och betrakta trianglarna ABC och
DBE dir u —AB v BC fa DB och rv —BE

B
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H
Trianglarna ABC och DBE ir likformiga med forhéllandet 1 : z. (Varfor?) Sa AC och
— — — — —
DE ir lika riktade och | DE | = t|AC|. Det betyder att DE=t AC och

t(u+v) =t AC=DE=DB + BE=tu+1tv.

O

Anmirkning 2.2. Figuren i beviset av (1) visar att addition av vektorer uppfyller parallel-
logramlagen for krafter. Om u och v #r krafter sd dr u + v krafternas resultant; om u och v
paverkar en partikel s& blir effekten densamma som nir partikeln bara paverkas av kraften
u+v.

Subtraktion av vektorer

Definition 2.4. u—v=u+(—v).
— — — — —
Viharu—u=0,tyomu=ABsair —u=BA ochu—u=u+(—u) =AB+ BA=AA=0.

Observera ocksa att u — v loser ekvationen v+ x = u eftersom v+ (u—v) = (v—v) +
u=0+u=u. Sa om u och v placeras sa att de startar i samma punkt r u — v den
vektor som startar 1 spetsen av v och slutar 1 spetsen av u .

Man kan ocksa se det genom att skrivau—v = —v-+u.
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En geometrisk tilliimpning

H
Exempel 2.2. Lat O,A och B vara tre punkter. Om M &r mittpunkten pa strickan AB
sa giller

— 1 /— —
om= 3 (04 +o08).

— 1 —
Varfor? Jo, eftersom AM: =§ AB, sa giller

— = — ] —

— — —
OM=0A + AM=0A +§AB: =-0A+; OB.

| =

10_.>410—1>4£1
§+§(+>5

Exempel 2.3. Diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.

Pastaendet innebir att diagonalernas skédrningspunkt dr mittpunkt bade pa diagonalen
AC och pa diagonalen BD. Sa hir visar man detta:

Lat M vara mittpunkten pa diagonalen BD. For att visa pastaendet ricker det att visa
att M ocksa dr mittpunkt pa diagonalen AC. (Varfor?) Enligt forra exemplet ér

— 1 /— —
AM= 3 (AB + AD) .

—_— —
Men AD=BC sa

—

— 1 /— — 1
AM= 3 (AB + BC) — 5 AC,
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dvs. M dr mittpunkt pa diagonalen AC. O

3. Baser och koordinater

For att gora det mer praktiskt att rikna med geometriska vektorer i planet och rummet
skall vi se hur man kan representera dem som par respektive tripplar av reella tal. Pa
sa sitt kan man rikna med vektorer pa ett enkelt sétt med hjilp av reella tal.

3.1. Basi planet

Definition 3.1. Tva vektorer i planet €| och e, som har lingd 1 och dr vinkelrdta mot
varandra sdgs utgora en ON-bas.

Anmirkning 3.1. ON star for ortonormerad, vilket i sin tur dr en sammandragning av orto-
gonal, som betyder vinkelridt och normerad, som innebér att 1ingden av vektorerna 4r 1. Rent
allmint krivs av en bas att vektorerna inte dr parallella och inte &r nollvektorn. I detta kapitel
anvénder vi dock bara ON-baser. o

Lat v vara en godtycklig vektor. Placera e;, e; och v sd att de borjar i samma punkt.

Med den vektor vi valt i figuren ser vi att den kan uppfattas som summan av tva vekto-
rer, parallella med var sin basvektor: v = 3e| +4e;. Det ér ldtt att forsta att varje vektor
entydigt kan behandlas pa detta sitt:

Om e och e, dr en ON-bas i planet sa kan varje vektor v entydigt skrivas

’V:xel—i—yez‘

Om det ar klart vilka basvektorerna &r, skriver vi helt kort

v=(x,y)
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i stdllet for v = xe| 4 ye, och kallar x och y for v:s koordinater (eller komponenter).

Rikneregler for vektorer i koordinatform:
Omu= (x,y), v=(¥,y") och t € R sa giller

tu=1(x,y) = (tx,1y)
utv=(x,y)+«,y)=(x+x,y+y)

Hiirledning: Allt foljer av riknereglerna for vektorer. Vihartv=r(xe; +ye;) =txe; +
ryey; = (tx,ty) och v+u=xe; +yes+xe;+ye = (x+x)e+(y+y)es = (x+
X y+y).

Exempel 3.1. Antag att u = (—3,4) i en ON-bas. Hur lang dr vektorn u?

Losning. Vi paminner igen om att |u| betyder lingden av vektorn u. Pythagoras sats
ger (se figuren) |u|? =32 +4? = 2554 |u| = 5.

Med samma resonemang ser vi generellt att om u = (x,y) sa dr

ul? =+

lu| = /32 +y2

|

Exempel 3.2. Krafterna F; = (—1,2) och F, = (2,—3) (i Newton) verkar pa en par-
tikel. Hur stor dr deras sammanlagda verkan?
Losning. Den resulterande kraften dr F = F1 +F, = (—1,2) +(2,-3) = (1,—1) sa

IF| = 1+ 1N=v2N.

a
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3.2. Basirummet

Vi kan gora om allt 1 tre dimensioner, bara vi infor en tredje basvektor.

Definition 3.2. Tre vektorer e, e; och e3 utgér en ON-bas for R om dr inbérdes
vinkelrdta och alla har lingden 1.

Om ey, e; och e3 dr en bas i rummet kan varje vektor v entydigt skrivas

vV=2Xxe| +ye)+ €3

Aterigen tillater vi oss det kortare skrivsittet

vV=(x,),2)

dir talen x, y, z kallas koordinaterna for vektorn v och vi har rdknereglerna
t(x,y,2) = (tx,ty,tz) och (x,3,2)+(,y,7) = (x+x',y+y,z+7).

Med hjilp av Pythagoras sats ser vi (hur da?) att i en ortonormerad bas ges en vektors
langd av
ul = (2P = 4y 42

och

jul = VX2 4y +2
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4. Skaldrprodukt

I det hér avsnittet skall vi behandla problem som har att gbra med vinklar mellan
vektorer. Ett viktigt tillimpningsomrade &r fysiken och vi borjar med ett fysikaliskt
exempel.

Exempel 4.1. En lada sldpas over ett golv genom att man drar i ett rep som lutar
20° mot horisontalplanet. Den kraft F' som verkar pa repet dr 200 N i repets riktning.
Om ladan sldpas 10 m utvecklar kraften ett arbete (som motsvarar den utvecklade
friktionsvirmen). Beridkna arbetet.

| A2

Losning: Arbetet dr produkten av den kraft 1 som verkar i rorelseriktningen och for-
flyttningens lidngd. Vi delar dirfor upp F i komposanter F; utmed forflyttningen och
F5 vinkelritt mot denna. Da dr F = F; + F och hela arbetet utrittas da av F{. Om vi
ser forflyttningen som en vektor s, sa dr arbetet

W = |F1|-|s| = 200c0s20° - 10 ~ 1879]
O

Efter detta preludium #r det dags att definiera skaldrprodukten mellan tva vektorer i
R? eller R3. Med vinkeln 6 mellan vektorerna u och v, (ingen far vara nollvektorn),
menas den kortaste vinkeln som den ena vinkeln kan vridas for att fa samma riktning
som den andra. Vi tdnker oss da att u och v placeras sa att de utgar fran samma punkt.

v
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Definition 4.1. Skaldrprodukten av vektorerna u och v dr
uev = |u||v|cos@,

ddir 0 dr vinkeln mellana och v, 0 < 0 < . Omu eller v dr 0 sa druev = 0.

Observera att definitionen &r gjord sa att W = F e s i det inledande exemplet.

Anmérkning: Skaldrprodukten betecknas med en punkt, vilket skulle kunna forvixlas med
symbolen f6r multiplikation av tva tal. Nir det star mellan tva vektorer ska det emellertid alltid
tolkas som skaldrprodukt. For att uppmirksamma den speciella betydelsen, anvinder vi hér
en vil tilltagen punkt. I manga texter gér man ingen sadan skillnad i punktens utseende, utan
sammanhanget far avgora dess betydelse.

Riékneregler.

(1) uev=veu (kommutativitet),

(2) (tu)ev=t(uev),

B)ue (v+w)=uevtuew (distributivitet),

@) |ul? =ueu,

(5) uwev =0 o0m och endast om u och v dr vinkelrita.

Nagra viktiga egenskaper hos skaldrprodukten:

e Skalidrproduktens viarde maximalt lika med produkten av de ingaende vektorer-
nas liangder, detta intriffar da vektorerna har samma riktning.

Skaldrproduktens virde minimalt lika med minus produkten av de ingaende vek-
torernas langder, detta intréffar da vektorerna har motsatta riktningar.

Skaldrprodukten av tva vinkelrita vektorer dr noll.

Om vektorerna bildar spetsig vinkel, dr deras skaldrprodukt positiv.

Om vektorerna bildar trubbig vinkel, dr deras skaldrprodukt negativ.

Du bér sjélv dvertyga dig om att (1),(2),(4) och (5) géller. Réknelag (3) visas i1 appen-
dix. O

For att praktiskt rikna med skaldrprodukt behdver vi veta vad u e v blir i koordinater i
en ON-bas.
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Skalédrprodukten i koordinatform:
Latu = (x,y,z) och v = (x,y’,7') i en ON-bas. Da giller

uev=uxx'+yy +z7

I R? giller (x,y) e (x',y) = xx’' +yy/.

Hdirledning:
For en ON-bas gilller e;ee; = ey;ee; —e;ees =1ochejee; =ejoe; =er,0e3 =0.
(Varfor?) Sa

uev = (xe;+ye;+ze3)e(x'e;+ye+7e3)
= xx'ejee;+yYeree;+z7'es0e;
+ (xy +yx)ejeer+ (x +x'z)e ez + (v7 +y'z)er 03
= x'+y +z2.

Exempel 4.2. (3,3)e(5,2) =3-5+3-2=21. O

Om tva vektorer ges i koordinatform (ON-bas) sa kan man latt rdkna ut vinkeln mellan
dem: Ly
uev=|ullvjcos® = cosf = ——
|ul[v]

och vi vet nu hur skaldrprodukten och langderna beridknas med hjilp av koordinaterna.

Exempel 4.3. Bestidm vinkeln mellan vektorernau = (1,2,2) och v = (—2,1,-2).
Losning. Vi har

u= V24242223, |v]=/(-22) +124+(-2)2=3 och
uev=1(-2)+2-1+2(-2)=—4

4
Eftersom ue v = |u||v|cos 0 far vi cos 6 = 33" —0,4444 och 6 ~ 116,4°. O

Exempel 4.4. Vektorerna (5,2) och (—2,5) dr vinkelrita. Med hjilp av skaldrprodukt
ser vi detta genast eftersom (5,2) e (—2,5) =5(—2)+2-5=0. O

Hir foljer tva exempel pa hur man kan bevisa vissa geometriska satser med hjilp av
skaldrprodukt.
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Exempel 4.5. Cosinusatsen.
I en triangel giller ¢? = a? + b> — 2abcosC.

B

C

— = = —

— — —
Bevis. Eftersom AB=AC + CB=CB — CA och CA e CB= abcos(C sa ir

) e T S
¢ = ABeAB=(CB—CA)e(CB—CA)
e T T S G

— CBeCB—CBeCA—CAeCB+CAeCA
a* —2abcosC + b?.

Exempel 4.6. Periferivinkeln i en halvcirkel ir rit.

A 0

— — — — —
Bevis. Vi skall visa att ABe BC=0. Men AB=AO + OB och BC=BO + OC=0C — OB.
Sa — = = — —  —
AB e BC= (AO + OB) ¢ (OC — OB)
—_— = = = = = —
=AO0 e OC —AO e OB+ OBeOC — OB e OB

— —
Eftersom AO=OC far vi om cirkelns radie ir R

— = = = = = = —

ABeBC=0C ¢ OC — OC e OB+ OBeOC —OBe OB=R*—R*>=0.

113



5. Raita linjen

I gymnasiet studerar man rita linjens ekvation pa formen y = kx + m, dir k &r en kon-
stant som uttrycker hur linjen lutar i férhallande till x-axeln och m ger y-koordinaten
for linjens skédrningspunkt med y-axeln. En linje som dr parallell med y-axeln skrivs
istillet x = a, dir a 4r den gemensamma x-koordinaten for linjens alla punkter. Detta
kan repeteras i Sommarmatte 1 (finns tillgidnglig pa kurshemsidan), avsnitt 3.2. Hér
ska vi se ett annat sétt att beskriva rita linjen, dér vi tar hjdlp av vektorer. I detta avsnitt
16ser vi ocksa nagra ekvationssytem, sa det kan behovas en repetition av hur man 16ser
sadana: se Ekvationer, avsnitt 2.4 (som dr hamtat fran Sommarmatte del 1).

En (rit) linje i R? bestims av en punkt Py pa linjen och en vektor v # 0 som anger
linjens riktning. Vektorn v kallas for en riktningsvektor for linjen.

=
M
En godtycklig punkt pa linjen kan skrivas
P=Py+tv,

for nagot reellt tal . Om Py = (xp,y0) ,v = (a,b) och P = (x,y) s& giller (x,y) =
(x0,y0) +t(a,b) eller
X =xg+ta
{ y=yo+tb.

Detta kallas for linjens ekvation pa parameterform.

Exempel 5.1. Bestidm ekvationen for linjen genom punkterna (1,2) och (—3,1).
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Losning.

Y

Vektorn v fran (—3,1) till (1,2) &r en riktningsvektor for linjen. Vi har v = (1,2) —
<_37 1) = (4, 1) Sa om PO = (—3’ 1) gerP — P0+tV

x=-—-3+4+4t
y=14t¢t.

Anm: Genom att I6sa ut ¢ ur andra ekvationen, t = y — 1 och sitta in detta i den forsta,
x=—3+4(y—1), kan vi fa ut den tidigare kinda y = kx + m-varianten: y = %x + ‘7i.

a

Exempel 5.2. Var skir linjerna

x=1+t¢t och x=—1+t1t
y=2+42t y=t

varandra?

Losning: Observera att parametrarna ¢ i de bada ekvationerna dr oberoende av varandra.
Om vi vill hantera tva linjer samtidigt, bor vi dédrfor ha olika namn pa parametern, ta
t. ex. s i den forsta och ¢ i den andra. Om (x,y) ligger pa bada linjerna maste det da
finnas ett s och ett # sa att (x,y) = (1 +s5,242s) och (x,y) = (—1+1,¢). Detta ger

Il+s=—1+¢ eller s—t=-2

2425 =t 2s—t=-2 .
Subtraherar vi den forsta ekvationen fran den andra far vi det ekvivalenta ekvationssy-
stemet



som har 16sningen s = 0, = 2. Detta ger x = 1,y = 2 sa linjernas skir varandra i
punkten (1,2).
O

For att beskriva samtidig rorelse av tva partiklar langs tva réta linjer, behver man dock
ha en gemensam parameter ¢ (tiden). Om skirningpunkten mellan linjerna svarar mot
samma vérde pa ¢ innebér detta att vi har kollision mellan partiklarna i den tidpunkten.
Om skirningspunkten svarar mot olika #, betyder det alltsa att partiklarna befinner sig i
skér-ningspunkten vid olika tidpunkter. For fartyg som ror sig i rétlinjiga kurser maste
man i princip ocksa ocksa ta hiansyn till fartygens ldngder.

Exempel 5.3. I ett koordinatsystem (skala i1 nautiska mil) har fartyg A vid tidenz =0
(tids-enhet timmar) positionen (7,—26) och hastighetsvektorn (7,11) (enhet knop).
Fartyg B har vid tiden 7 = 0 positionen (74, —7) och hastighetsvektorn (—8,9). Kom-
mer de bada fartygen att kollidera om de fortsitter med of6ridndrade kurser och hastig-
heter?

Ldosning: Vi tecknar forst de bada linjerna i parameterform

x=T+7t h x="T74—8t
y=-—-26+11t y=-T+09t

Vi byter nu namn pa parametern i fartyg B:s linje, sdg s. Da far vi foljande ekvationer
for skédrningspunkten:

T+7t =74 —8s 8s+ 7t =67 — 88s+ 77t =737
—26+ 11t =—-7+9s Os—11t=—-19 63s — 77t = —133

Addera ekvationerna ledvis: 151s = 604 ger s = 4. Efter insittning i t. ex. 8s 47t = 67
far vi ut r = 5. Vi far nu skdrningspunkten genom insittning i linjernas ekvationer:
x=T+Tt=42, y=—264 11t =29 respektive x =74 —8s =42, y=—T7+9s =29.
Linjernas skidrningspunkt dr alltsa (42,29). Eftersom ¢ och s star for tider sa befinner
sig fartyg A i skdrningspunkten efter exakt 5 timmar, medan fartyg B nar platsen efter 4
timmar. Eftersom tidsskillnaden &r sa stor, behover vi inte blanda in fartygens lingder,
men man kan annars med hjélp av farter och fartygsldngder ridkna ut mellan vilka
tidpunkter for- och akterstdven hos respektive fartyg befinner sig i skidrningspunkten
och se om dessa tidsintervall gar in i varandra. O
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6. Stromtriangeln

Som tidigare ndamnts dr hastighet ett exempel pa en vektorstorhet. For att fullstandigt
beskriva en hastighet, behover man ange dess storlek och dess riktning. I fysiken talar
man om hastighet ndr man menar vektorn och om fart nir man menar dess storlek:
exempelvis farten 5 m/s och riktningen sydost 1 markplanet. Till sjoss anger man rikt-
ningen som kursen, dvs vinkeln riknad medurs i forhallande till nordriktningen (at-
minstone sa lange man har hastigheter i horisontalplanet). Riktningar for hastigheter
hos fartyg och vattenstrommar avser alltid mot vilket hall rorelsen sker, men markligt
nog dr det omvint ndr det giller vindar: riktningen hos en vindhastighet avser vilket
hall vinden kommer ifrdn.

For ett fartyg finns tre for dess rorelse intressanta hastigheter: v, = hastigheten genom
vatt-net, v4, = hastigheten dver grund och v, = strommens hastighet. Deras storlekar
betecknas fgv = |v,,| = farten genom vatten, f6g = |vg,| = farten Sver grund och fs =
|vs| = strommens fart. Deras kurser betecknas kgv = kursen genom vatten, kog = kur-
sen Over grund och ks = strommens kurs. Sambandet mellan dem &r en vektoraddition:
Vig = Vg + Vs.

Nir man ridknar pa dessa hastigheter dr det ofta praktiskt att sétta dem i en triangel,
som figuren visar. Triangeln illustrerar vektoradditionen och sedan dr det som gjort for
att anvianda vara triangelsatser.
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Exempel 6.1. Fran ett fartyg ser man en 6 i kursen 82°. Strommens fart dr 3,6 knop
och dess riktning dr 122°. Berikna den fart och kurs fartyget ska halla genom vattnet
om dess rorelse Over grund ska vara riktad rakt mot 6n med farten 11 knop.

122°

Losning: Vi kidnner alltsa fog = 11 knop, kog = 82°, fs = 3,6 knop, ks = 122° (se
figuren). Vi vill berdkna fgv och kgv. Forst konstaterar vi att en av stromtriangelns
vinklar ar ks — kog = 122° — 82° = 40° (de roda pilarna &r ju parallella!). Med hjilp
av cosinussatsen kan vi nu berdkna fgv:

(fgv)* =112 43,6 —2-11-3,6c0s40°
fgv~38,56
Nu kan vi fa triangelvinkel o = kdg — kgv med sinussatsen:

sina  sin40° . ino 3,6sin40°
= sinqg = ———
3,6 fegv fgv

Didrmed ér kgv=kog-a ~ 82° — 15,7° = 66, 3°.

= a=~157°

Svar: Hall farten 8,6 knop och kursen 66° genom vattnet. O
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Exempel 6.2. Ett fartyg ror sig med farten 12 knop genom vattnet och i kompassrikt-
ningen 260° (=kgv). Strémmens riktning dr 9° och fartygets rorelseriktning gentemot
land &r 275° (=kog). Beridkna farten 6ver grund och strommens fart.

Losning: Om vi kan bestimma stromtriangelns vinklar, kan vi ocksd bestimma dess
aterstaende sidor, och det dr ju dessa som soks. En av vinklarna édr kog-kgv=15°. Om
vi forldnger v, at motsatt hall, far vi en linje i kurs kgv-180° = 80°. Vi kan da se att
o = 80° — ks = 71°. Ddrmed blir den aterstaende vinkeln f = 180° — 15° —71° = 94°,
Sinussatsen sdger nu

fe  fs 12

sin71°  sin15°  sin94°

vilket ger
12sin71° 12sin15°
= ——~11,37 =—=3/11
T8 = " Gnowe ST IS g
Svar: Farten over grund &r 11,4 knop, strommens fart dr 3,1 knop. ]
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Hastigheter i koordinatform

Ett annat sitt att behandla hastigheterna i foregaende avsnitt dr att anvinda de trigo-
nometriska funktionerna for att beskriva x- och y-koordinaterna separat. Vi repeterar
definitionen av sinus och cosinus i enhetscirkeln. En punkt pa enhetscirkeln med rikt-
ningsvinkeln u enligt var vinkelkonvention (utga fran x-axeln, positiv vinkel moturs,
negativ medurs) kan ocksa beskrivas med en vektor fran origo till punkten. Denna
vektor far da koordinaterna (cosu,sinu).

)\y

(cosu, sinw)

Om vi byter till en annan cirkel med radie r och medelpunkt i origo, blir koordinater-
na (x,y) = (rcosu,rsinu). r och u kallas poldira koordinater for punkten/vektorn, till
skillnad fran de vanliga rektanguliira koordinaterna x och y. Om vi viljer att anvinda
sjofartens vinkelmétning dér kursen v ridknas fran y-xeln (nordriktningen) medurs, sa
behover vi bara byta plats pa sinus och cosinus. Da giller nimligen att cosu = sinv
och sinu = cosv.

Ay Ay

(rcosu, rsinu) (rsinv, rcosv)

y ™~

X
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Exempel 6.3. Vi testar detta sitt att rikna pa exempel 5.1. Hir kan vi ge de kdnda
hastigheterna i koordinatform:

Vi = (11sin82°,11¢c0s82°), vy = (3.6sin122°,3.6cos 122°)
Eftersom v, = Vg, + vy, sd har vi
Vgy = Vg — Vs = (115in82° —3.65in122°, 11 cos 82° — 3.6cos 122°) ~ (7.84,3.44)

Genom att anvinda dessa koordinater (a,b) kan vi (rita figur!) bestimma bade fart och

kurs:
fgv=|ve| = Va>+b*~8,56
tan(kgv) = g — kgv ~ 66,3°

Om nagon av koordinaterna blir negativ (da blir kursen en vinkel storre @n 90°), &r det
extra viktigt att rita figur, sa att man far kursen ratt.

Ett annat sitt att berdkna kursen, dr att anvdnda skaldarprodukten. T. ex. kan vi beridkna
vinkeln & mellan v, och v,

Vog®Ver  (10.89,1.53) e (7.84,3.44)

cos o = =
Vil [Vev] 11-8.56

Vinkeln o blir da automatiskt riitt, oberoende av kvadranter. O

I exempel 5.2 dr det svarare att rikna pa detta sitt, eftersom vi inte har nagon av
vektorerna bestamd till bade langd och riktning.
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Ovningar

1. Rita (a) 2a-+b, (b) a+b—coch (c) 3(b+ec),
dir a, b, ¢ ges av figuren:
a

— — —
2. Lat e; =AB, e; =AC och e3 =AE i foljande kub.

Bestidm tal x, y och z sa att v = xe; + ye, + ze3 da
— — —
(a) v=AD, (b)v=FEH, (c)v=AG,

— —  —
(d)v=HA, och(e)v=AG + HA.

3. En motorbat gar i stillastaende vatten med farten 6 m/s. Baten kors i en dlv dér
vattnet strommar rakt sdderut med farten 2 m/s.
(a) Bestdm batens hastighet (fart och riktning i forhallande till land) om den styrs
1 rakt Ostlig riktning.
(b) I vilken kurs skall baten styras for att rora sig rakt oster ut?

4. Antag attu = (1,2) och att u+v=(3,4). Vad dr da v?

— — —
5. Antag att AB= (2,1), AC= (3,2). Bestim BC.

— — —
6. Bestim BC om AB= (1,2,1) och AC= (2,1,3).
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

Séttu = (—1,2,0), v=(2,—1,3). Beridkna 2u — 3v.

Bestdm ett tal a sa att vektorerna (a,2+a,6) och (2,1, —3) dr parallella.

. Bestdm en vektor u som har ldngden 1 och ir parallell med (—1,2,2).

Bestidm lidngderna av vektorerna

(@ (—1,-2,-3),(b) (1,1,1) och (¢c) (—1,2,2).

Krafterna F; och F; verkar pa en partikel.

(a) Bestdm storleken av krafternas resultantom Fy = (1,—3,4) och F, = (5,9,2),
(b) Bestdm storlek och riktning av krafternas resultant om F; och F, ges av

foljande figur:
4N

F,

(ON-bas, SI-enheter.)

Vilka av foljande par av vektorer dr vinkelrédta?
() (—1,2,2),(2,2,—1), (b) (2,1,1),(2,1,—5) och (c) (1,1,1),(2,—1,—1).

Bestim vinkeln mellan vektorerna (a) u = (2,2,1), v=(1,—1,0),
byu=(-1,2,2),v=(1,1,4) och (¢c)u=(3,2,1),v=(1,2,3).

Bestim vinkeln mellan a och 2b —a da a = (2,—3,4) och b = (3,4,0).

Bestim en vektor som ar vinkelriat mot
() (2,-3), (b)(a,b), och(c)(3,4,-2).

En triangel har hornen (2,1,3), (—1,4,2) och (0,6,5). Ar triangeln ritvinklig?

Kraften (3, —4,2) verkar pa en kropp som ror sig rétlinjigt fran punkten (—1,3,2)
till
@) (1,4,5), (b) (—3,2,3) och (c) (0,5,3).

Berikna dndringen 1 partikelns rorelseenergi, dvs det arbete som kraften utréttar
pa partikeln.

Bestim ekvationen for den linje som gar genom punkterna (0,3) och (—1,1).
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19.

20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

Bestidm linjen genom punkterna (1,2) och (—2,3) pa parameterform och para-
meterfri form.

Vad ir ekvationen for den linje som gar genom punkten (2,1) och dr vinkelrit
mot linjen 3x +y = 3?

Var skir linjerna (x,y) = (1,0)+¢(1,—3) och (x,y) = (2,3) +#(2,—3) varandra?

Bestdm skérningspunkten for de tva linjerna L : (x,y,z) = (1,0,4) +1#(1,—1,2)
och Ly : (x,y,z) = (0,1,0) +1(1,—1,3). Detta ir rita linjer i R® - deras parame-
terekvationer ir helt analoga med fallet R? som vi behandlat i detta avsnitt.

En partikel ror sig rétlinjigt med konstant hastighet. Den startar i punkten (1,2,3).
Efter en halv minut befinner den sig i (2,2,2). Var befinner den sig efter 10 mi-
nuter?

Maste tva ickeparallella linjer i (a) R?, (b) R, skiira varandra?

Ett fartyg haller kursen 178° relativt land och 172° 6ver vatten, farten Gver grund
ar 17.0 knop och farten genom vatten &dr 18.0 knop. Berékna strémmens fart och
riktning.

Ett fartyg haller farten 16 knop och kursen 185°, bada i forhéllande till vatt-
net. Strommen har vid detta tillfélle farten 3,6 knop och kursen 123°. Beridkna
fartygets fart och kurs over grund.

Ett fartyg méter upp sin fart och kurs till 15 knop och 255° gentemot land, strom-
mens fart och kurs &r 4,2 knop och 193°. Berikna fartygets fart och kurs genom
vattnet.

Ett fartyg méter upp sin fart och kurs genom vattnet till 10 knop och 80°. Farten
over grund dr 9 knop och strommens fart dr 3 knop. Berikna fartygets kurs over
grund och strémmens kurs.
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S. Starisk trigonometri

Inledning

Vi vill anvinda den sfiriska trigonometrin for berdkningar pa storcirkelrutter lings
jordytan (for sjofart och luftfart). En storcirkel ir en cirkel pa sfaren vars medelpunkt
sammanfaller med sfarens medelpunkt. Om man vill forflytta sig pa sfiaren mellan tva
av dess punkter, sa dr den kortaste vigen alltid en storcirkelbage. 1 den sfériska tri-
gonometrin studerar man sambandet mellan sidor och vinklar i sfédriska trianglar, dvs
trianglar vilkas sidor utgors av storcirkelbagar pa en sfir.

Andra cirklar dn storcirklar pa sfiren har mindre radier och kallas déarfor smacirklar.
Observera att smacirkelbagar aldrig dr sidor i sfériska trianglar!

Vi viljer en axelriktning uppat i figuren och anvinder oss av latitud och longitud for
att ange lagen pa sfiaren. En viktig typ av cirklar dr parallellcirklarna, dvs cirklar med
konstant latitud. Endast ekvatorn #r en storcirkel, 6vriga parallellcirklar @r smacirklar.
En meridian @r en halv storcirkel med konstant longitud.

Parallellcirklar Meridian

Ekvatorn



Aven om det troligen &r bekant for lasaren, summerar vi lite om latitud och longitud.
For en ort P ser vi hur dessa vinklar refererar till laget for tva fundamentala storcirk-
lar: ekvatorn respektive nollmeridianen (genom Greenwich). Latituden anges positiv
norrut, negativ soderut (eller sa markerar man med N eller S). Den varierar dirmed
mellan —90° och 90° (polerna). Longituden anges positiv Osterut, negativ vésterut (el-
ler sa markerar man med E eller W). Longituden varierar mellan —180° och 180°.

Nordpolen

P:s

Ekvatorn peridian

eridianen

Nir vi talar om vinkeln mellan tva skidrande storcirklar menar vi vinkeln mellan cirklar-
nas tangenter i skiarningspunkten. I figuren nedan markeras en hornvinkel i en sférisk
triangel.

Anm: Denna vinkel 4r ocksa vinkeln mellan de plan som de tva storcirklarna ligger i. I denna kurs har vi

dock inte arbetat med plan och deras inbordes vinklar och vi behdver inte gora det heller i fortséttningen.
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Om sfirens radie sitts till 1 och om vinkeln mits i radianer, sa ar storcirkelbagens
langd lika med centrumvinkeln. Om man istéllet riknar med vinkelenheten minut, dir
1’ (1 minut) =1/60 grad, sa far man direkt storcirkelbagens ldngd pa jordsféren i nautis-
ka mil (nautisk mil kallas ju ocksa for distansminut!). I fortsittningen anger vi darfor
storcirkelbagen som en vinkel (se figuren nedan!), och kan da litt tolka den som en
distans: dr t ex bdgen 60° = 3600 s4 ir distansen lings storcirkeln 3600 M (= nautiska
mil).

N

I fortsdttningen &r det underforstatt att alla storcirkelbagar och sfiriska trianglar ligger
pa en sfir med radien 1. Vi anviander en standard for beteckningar motsvarande den
vi hade i den plana trigonometrin. Som framgar av figuren nedan betecknas den sfi-
riska triangelns horn och hornvinklar med A, B och C, medan de motstaende sidorna
betecknas a, b och ¢ - de uttrycks ocksa med vinkelmatt enligt foregaende. Sfirens
medelpunkt édr O.

Observera att vinkelsumman i en sférisk triangel alltid dr storre dn 180°! Den kan i
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sjalva verket ndarma sig 540°. Om triangeln dr mycket liten, dr den néstan plan och vin-
kelsumman 4r da obetydligt mer dn 180°. Den vinstra figuren visar en sadan triangel,
den hogra visar en triangel vars vinkelsumma &r betydligt storre @n 180°. En stor vin-
kelsumma svarar alltid mot en stor omkrets av den sfériska triangeln.

Anmiérkning: Det finns en enkel formel som ger oss den sfiriska triangelns area T (dvs arean av den
sfiriska yta som begrinsas av den sfdriska triangeln), den s. k. Girards formel:

T=A+B+C—r

Hir maste vinklarna anges i radianer (det gar forstas med grader, men da blir formeln fulare). Om det
giller att berdkna arean av en sadan triangel pa en sfir av radien R, behover man bara multiplicera med
R?. Vi kommer knappast att anvinda formeln i denna kurs, men for den intresserade finns beviset av
Girards formel i Appendix.

For plana trianglar dr det vil kint att storleksordningen mellan sidorna 4r densamma
som mellan de motstaende vinklarna. Motsvarande kan visas gilla dven for sfiriska
trianglar:

a<b <= A<B

a=b <= A=B

En skillnad gentemot plana trianglar dr vird att ndmna. Om man kénner alla sidorna i
en plan triangel, kan man bestimma alla triangelns vinklar (med cosinussatsen). Om
man diaremot kidnner alla vinklarna, kan man bara bestimma forhallandet mellan si-
dorna. Det finns da likformiga trianglar som har motsvarande vinklar lika. For sfiriska
trianglar ddremot, kan man bade bestimma vinklarna ndr man kénner alla sidorna och
bestimma sidorna niar man kénner alla vinklarna. Det finns alltsa inte tva likformiga
sfiriska trianglar med alla motsvarande vinklar lika men med olika stora sidor. Detta
hénger forstas ihop med att de sfériska trianglarna ligger i en sférisk yta med bestamd
radie. Om man reser till manen, kan man pa dess yta hitta en sférisk triangel som &r
likformig med en pa jordytan men har mindre sidor. I den sfériska trigonometrin maste
man dock halla sig till samma sfériska yta for att kunna rikna pa ett rimligt sitt, det
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naturliga valet av radie blir da 1 (som vi ju redan har valt).

Nagra exempel pa problem som kan 16sas med sférisk trigonometri:

Man firdas pa havet lings storcirkeln mellan tva punkter A och B med givna latituder
och longituder. Hur langt dr da avstandet mellan A och B lidngs denna rutt? Vilken
kurs ska man starta i och vilken kurs haller man da man nar B? Var pa resan finns den
nordligaste eller sydligaste punkten och pa vilken latitud? Ytterligare problemtyper
kommer att dyka upp i senare navigationskurser.

For att kunna 16sa dessa och andra problem, behover vi ett par satser. Dessa motsvarar
sinus- och cosinussatserna fran den plana trigonometrin och liknar i viss man dessa.
De ges hir utan bevis, men atféljda av exempel. Bevisen finns for den intresserade i
ett Appendix. Det finns ytterligare en méngd formler och regler inom den sfiriska tri-
gonometrin, men malet dr hir att ge en grundldggande forstaelse. Vi nojer oss darfor
med de sfiriska sinus- och cosinussatserna.

129



Sfariska sinussatsen

I varje sfirisk triangel géller att

sinA sinB  sinC

sina sinb sinc

Exempel 1: I en sférisk triangel 4r A = 95°, B = 38° och a = 37°. Berikna sidan b.
B

Losning:
Vi kan faststilla att eftersom A > B sa ar dven a > b.
Enlig sinussatsen har vi

sinb  sina . sinasinB
—— =— = sinb=——— = b~21,8°
sinB  sinA SsinA

Fallet b ~ 180° — 21, 8° dr inte mojligt, eftersom B <A = b <a = 37°.

Vi har funnit att sidan b =~ 21, 8°.
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Sfariska cosinussatsen

I varje sfirisk triangel géller att

cosc = cosacosb +sinasinbcosC

Specialfall: om vinkeln C ér rit, far man
COSC = Cc0Sacosb,

vilket dr den sféariska motsvarigheten till Pythagoras sats.

Eftersom cosinus alltid ger entydigt besked om vinkeln, &r sféiriska cosinussatsen att
foredra framfor sfiriska sinussatsen om det dr mojligt.

Anmirkning: Det finns en nirbesldktad formel, den s. k. duala cosinussatsen:

cosC = —cosAcosB -+ sinAsinBcosc

som dr intressant, eftersom den visar att man kan beridkna alla sidorna om man vet alla vinklarna, vilket

tidigare framhallits som en skillnad gentemot situationen for plana trianglar.

Exempel 2:

(a) Beriikna avstandet lings jordytan mellan en ort A med latitud N23°, longitud E65°
och en annan ort B med latitud N41°, longitud E14°.

(b) Beridkna kursen man ska halla, dels vid avresan fran A och dels vid ankomsten till B.

Losning:

I detta och liknande problem med storcirkelrutter bildar man en anvindbar sfirisk tri-
angel med horn i start A och mal B samt i nordpolen C (figuren nedan till vinster).
Observera ocksa att longituden for en ort blir lika med hérnvinkeln i nordpolen mellan
nollmeridianen och ortens meridian. Ddrmed blir vinkeln i1 hornet C lika med longi-
tuddifferensen mellan orterna A och B.
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(a) Vi ritar upp situationen, dels en figur med den nimnda sfériska triangeln, dels en
figur som belyser hur latitud och longitud ger oss sidor och vinklar 1 triangeln.

ollmeridianen

Da kinner vi genom latituderna sidorna AC = b = 90° — 23 = 67° och BC = a =
90° — 41° = 49° samt genom longituderna vinkeln C = 65° — 14° = 51° (se hogra
figuren!). Cosinussatsen ger nu

cosc = cosacosb +sinasinbcosC =

= c0s49° cos67° +sin49° sin67° cos 51°

vilket ger ¢ =~ 46,089° = 46,089 - 60/ ~ 2765', dvs avstandet #r 2765 M.

(b) De efterfragade kurserna blir nu (rita sjilv figurer!): 360° — A respektive B+ 180°.
For att fa vinkeln A gar det bra att anvinda sinussatsen, men man far da avgora om det
ar det spetsiga eller trubbiga 19sningsalternativet till sinusekvationen som ska viljas.
Observera ocksa att vi inte har nagon bestimd vinkelsumma att utnyttja, och det kan
faktiskt finnas mer 4n en trubbig vinkel i den sfériska triangeln! Dirfor tar vi istéllet
cosinussatsen, som ger sikert besked:

cosa —cosbcosc

cosa = cosbcosc+sinbsinccosA = cosA = - - = A~ 54,5°
sinbsinc
) ) cosb —cosacosc
cosb = cosacosc+sinasinccosB = cosB = - - = B=~96,8
sinasinc

Dirmed ér kursen vid resans start 360° — A ~ 305,5° och vid dess mal B + 180° ~
277°. Vi noterar dven att vinkelsumman i triangeln ABC ir ~ 202, 3°.

Svar: Avstandet dr 2765 M, de sokta kurserna #r 305,5° respektive 277°.
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Anmirkning: Eftersom cos(90° —v) = sinv och sin(90° — v) = cosv, kan man i cosinussatsen byta ut
cosa och cos b mot sinus for respektive latitud, och pa samma sitt byta ut sina och sinb mot cosinus for
respektive latitud. Man slipper da att berikna a och b, men da far man vara siker pa sin sak sa att detta

inte ”smittar av sig” pa andra situationer da satsen anvinds.

Exempel 3: Vi stiller nu samma fragor som i féregaende exempel da vi startar i en
ort A med latitud $32°, longitud W40° och anlédnder till en ort B med latitud N23°,
longitud E35°.

Losning:

Nar vi har orter pa olika sidor om nollmeridianen eller pa olika sidor om ekvatorn far vi
se upp med vinklarna. Man kan rikna precis som i forra exemplet om sydliga latituder
och vistliga longituder ridknas negativa. Annars ser vi hur det blir om vi ritar figurer
motsvarande dem i exempel 2.

2° Nollmeridianen
E Ekvato

Vi betraktar den sfiriska triangeln med nordpolen C och de tva orterna A och B som
horn (figuren till vanster). Da far vi sidorna BC = a = 90° —23 = 67° och AC =b =
90° +32° = 122° samt vinkeln C = 35° +-40° = 75° (se hogra figuren!). Cosinussatsen
ger nu

cosc = cosacoshb+sinasinbcosC =

=c0s67°cos 122° +sin67°sin 122° cos 75°

vilket ger ¢ ~ 90,287° = 90,287 - 60’ ~ 5417', dvs avstandet dr 5417 M.

Vi berdknar nu vinklarna A och B for att fa kurserna. Den hir gangen ser vi att (rita
igen!) startkursen blir A och malkursen blir 180° — B.
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Cosinussatsen igen:

) ) cosa—cosbcosc
cosa = cosbcosc+sinbsinccosA = cosA = - - = A~62,8°
sinbsinc

) ) cosb —cosacosc
cosb = cosacosc+sinasinccosB = cosB = - - = B=~125,0°
sinasinc

Dirmed dr kursen vid resans start A =~ 62, 8° och vid dess mal 180° — B ~ 55,0°.

Svar: Avstandet dr 5417 M, de sokta kurserna ir 62, 8° respektive 55,0°.

Exempel 4: Tva orter befinner sig pa samma latitud 50°. Longituddifferensen mellan
orterna ar 21°.

(a) Hur langt dr det mellan orterna ldngs parallellcirkeln mellan dem?

(b) Hur langt 4r det mellan orterna ldngs storcirkeln mellan dem, dvs minsta avstandet
langs jordytan?

Losning:

(a) En minuts longitudsdifferens svarar inte mot samma stricka pa parallellcirkeln med
latitid 50° som pa ekvatorn. Vi tar reda pa forhallandet mellan dessa genom att berdkna
radien i parallellcirkeln (ekvatorsradien sitts till 1), se figuren!

Vi ser da att parallellcirkelns radie maste vara r = cos50°, sa detta dr den faktor vi
maste multiplicera longituddifferensens minuter med for att fa nautiska mil. Strackan
mellan orterna ldngs parallellcirkeln blir alltsa 21 - 60cos 50° ~ 809,91 M.
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(b) For att fa storcirkeldistansen anvinder vi liksom i exempel 2 och 3 den sfiriska
triangeln med orterna och nordpolen som horn.

Vi far nu med cosinussatsen

cosx = cos40° cos40° + sin40° sin40° cos21° = x ~ 807,24’

Svar: (a) 8099 M, (b) 807,2 M.

Exempel 5:

Arlanda flygplats (ARN) har latituden N59°39’ och longituden E17°55’, Los Angeles
International Airport (LAX) har koordinaterna N33°57’ och longituden W118°24'.
(a) Hur lang ar flygrutten mellan orterna ldngs storcirkeln? Rékna pa havsnivan.

(b) Om man startar i Arlanda, vilken kurs ska man flyga uti?

(c) Var pa storcirkelbagen mellan flygplatserna finns den nordligaste punkten? Ange
dess koordinater.

Losning:
Drag storcirkelbagen mellan nordligaste punkten P och nordpolen. Vi far tva sfiriska
trianglar att arbeta med, och vinklarna vid P &r rita, eftersom storcirkeln dér tangerar
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en parallellcirkel (markerad i figuren).

Nordpolen

P AR
AX

Vi ser hur stor jorden dr, Los Angeles &r inte direkt pa andra sidan jorden! Vi sitter
ARN till A, LAX till B och nordpolen till C och vi gor en lite storre figur med sjdlva
triangeln:

Med beteckningarna lat4, longu respektive latg, longp for orternas koordinater har vi
a =90°—latg, b = 90°—laty, C =long4-longp.

Vad behover vi berdkna? For att svara pa (a) vill vi veta sidan ¢, for (b) racker det
med vinkeln A (kursen blir 360° — A) och for (c) behover vi strickan f (ger oss
latp = 90° — f) och vinkeln D (ger oss longp =longs — D).

Observera att vistlig longitud ridknas negativ! Gor om minuter till decimalgrader, t ex
59°39’ = (59 +39/60)°. Hir kan man ocksa utnyttja minirdknarens val av vinkelpre-
sentation.

(a) Cosinussatsen ger:

cosc = cosacosb +sinasinbcosC = ¢~ 179,70°
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Dirmed ér avstandet ¢-60 M = ¢-60- 1,852 km = 8856 km. Vill man ta hinsyn till
flyghojden 4 far man addera ﬁZﬂh, vilket for # = 11km blir ca 15 km.

(b) Cosinussatsen ger oss nu dven vinkeln A:

) ) cosa —cosbcosc
cosa = cosbcosc+sinbsinccosA = cosA = - - = A~3561°
sinbsinc

Eftersom AC dr meridianen genom ARN, sa blir kursen vid start 360° — A ~ 324°.

(c¢) Triangeln ACP har rit vinkel vid P. Sinussatsen ger da

sinf  sinb  sinb
sinA  sin90° 1

= sinf =sinAsinB = f~17,11°

Cosinussatsen med rit vinkel (dvs Pythagoras sats for sfirisk triangel) ger

b
cosh = cos fcosd = cosd = AN d =~ 25,45°
cos f
och sinussatsen igen:
sinD  sin90° 1 sind
= = i D: ~ 2 °©
sind sinb sinb = sm sinb = [~ 38,28

Nu har vi latp = 90° — f ~ 72,89° och longp=longs — D ~ —40,36°. Uttryckt i grader
och minuter far vi slutligen att orten P har latitud 72°53'N och longitud 40°22'W.
Denna punkt ligger mitt i den gronlidndska inlandsisen.

Svar:

(a) 8856 km.

(b) 324°.

(c) 72°53/N, 40°22'W.
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Ovningar

Alla dessa dvningar utom nr 5, 8 och 9 dr hiamtade fran kompendiet Sfdrisk trigono-
metri av Kjell Borjesson, 1986.

1. Los ut det som efterfragas i repektive triangel.

(a) a=34,44°, A=061,55°, B=24,46°. Beridkna b.
(b) b=168,90°, ¢ =56,85°, C =45,23°. Berdkna B.
(¢c) a=31,15° b =284,32°, B=8,45°. Berdkna A.
(d) ¢ =28,44°, A =138,25°, C = 18,57°. Berikna a.
(e) a=55,16°, c =73,68°, A =47,40°. Beridkna C.

2. Los ut det som efterfragas i respektive triangel.

(a) a=40,67°, b=118,32°, C =161,38°. Berikna c.

(b) a=169,75°, ¢ =54,53°, B=16,48°. Berikna b.

(c) a=107,35°, b=176,19°, ¢ =57,83°. Berikna A.

(d) a=179,30° b=100,20°, c = 113,27°. Berdkna B.

(e) a=43,58°, b=44,17°, c = 58,38°. Berikna C.

(f) a=287,73°, ¢ =126,16°, B=103,48°. Berikna b,A,C.
(g) a=41,17°, b=118,93°, C = 163,12°. Berdkna c,A, B.
(h) a=136,82°, b=102,15° ¢ =60, 15°. Berdkna A, B,C.
(1) a=95,60°, b=116,87°, ¢ =90,00°. Berdkna A, B,C.

3. If6ljande trianglar &r C = 90°. Berikna aterstaende sidor och vinklar.
(a) a=39,16°, b =41,25°.
(b) a=57,21°, b =49,69°.
(c) b=121,73° ¢=93,17°.

4. Mellan tva fartyg som bada befinner sig pa latituden S35° dr longitudsskillnaden
60°. Fartygen styr mot varandra langs den gemensamma storcirkeln och B:s fart
ar hilften av A:s. Berdkna den distans fartyg B har tillryggalagt ndr de mots.
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Ne)

. Berikna storcirkelavstandet mellan en ort pa ekvatorn med longitud E45° och
en ort med latitud 45° och longitud 0°, dvs pa Greenwichmeridianen. (Hér kan
du anvinda en rétvinklig triangel!)

. Mellan tva orter pa latitud 55° dr avstandet 1274 M lidngs parallellcirkeln. Be-
rikna det kortaste avstandet langs jordytan mellan orterna.

(a) Berikna storcirkeldistans och utseglingskurs fran N35°20', W74°36’ till
N49°10/, W5°14'.
(b) Berikna latitud och longitud for storcirkelns nordligaste punkt.

(a) Man avseglar fran orten med koordinaterna N25°, W77° (i Bahamas) med
startkursen 45° utmed en storcirkel. Berikna koordinaterna for den ort man
befinner sig i efter att ha tillrygga-lagt 3600 M.

(b) *Var pa denna seglats befinner man sig narmast Gronlands sydspets N60°,
W44° och vilket dr da avstandet dit?

. En riktigt lang storcirkelseglats gar fran Yokohama (N35°, E140°) till Paskon
(S27°, W109°). Da man under denna seglats passerar ekvatorn, vilken &r kursen
och longituden?
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Appendix

De plana triangelsatserna

Pythagoras sats:

I en ritvinklig triangel géller, med figurens beteckningar:

2 =2a? + b2
A
D
c @
b
C1
B 3 C

Bevis:
Vi utnyttjar likformigheten mellan trianglarna ABC, BCD och ACD. Av denna far vi,
med figurens beteckningar:

b )
=— och —=—, vilketger cc|:a2, ccy = b?

Vi adderar de tva senaste likheterna ledvis:
cci+cer=d>+b* = c(c1+e) = aA+b = F=d+b

(i sista steget anvédnde vi att ¢| + ¢y = ¢). O
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Areasatsen:

Triangelns area 7' ges av formeln

1
T= Ebc sinA

Bevis:
h
I figurerna ser vi att sinA = —, oavsett om hdjden /4 ligger invéndigt eller utvéndigt.
c
1 1
Dirur far vi h = ¢ sinA. Da dr triangelns area T = 3 bh= 5 bc sinA. O
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Sinussatsen:

I varje triangel giller, med gédngse beteckningar pa sidor och vinklar:

sinA sinB sinC

a b c

Bevis:
Areasatsen kan skrivas pa tre sitt, alla ger samma resultat:

1 )
T = Ebc sinA = Eac sinB = Eab sinC

Om man multiplicerar alla leden med 2 och dividerar dem med abc, sa far man

2T _sinA_sinB_sinC
abc a b ¢

varmed sinussatsen ir bevisad!

143



Cosinussatsen:

I varje triangel giller, med gédngse beteckningar pa sidor och vinklar:

2 :a2+b2—23b cosC

Bevis:

Lat b i vanlig ordning sta for sidan AC, och lat p vara sidan CF (med F enligt figu-
rerna). Vi delar in beviset i tva fall, beroende pa om vinkeln C ir spetsig eller trubbig,
just sa som figurerna visar.

1) I den vinstra triangeln 4r vinkeln C spetsig, sa cosC ir positivt och p = a cosC.
Pythagoras sats pa de bada ritvinkliga deltrianglarna ger:

@ =n+p? F=h+ (b—p)2 = h% +b* —2b p+ p? = {ur den forra likheten}

=a’+b*—2b p. Sitter vi in p = a cosC, sa far vi cosinussatsens formel.

2) I den hogra triangeln dr vinkeln C trubbig, alltsa dr cos C negativt. Den spetsiga ut-
vindiga vinkeln vid C dr 180° — C, sa p = a cos(180° —C) = —a cosC.

@ =h*+p?, P =h+(b+p)*=h*+b*+2bp+ p? = {ur den forra likheten}

= a® 4+ b* 4 2b p. Siitter vi in p = —a cosC, sa far vi aterigen cosinussatsen. O

Anm: Hér har vi hela tiden en spetsig vinkel A, medan B och C fér vara trubbiga. Eftersom det rader
symmetri mellan a och b i formeln, kan vi skifta beteckningarna A, B och a, b och se att beviset gar
igenom ocksa om A ir trubbig! Da &r B den spetsiga vinkeln till vénster i figuren.
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De sfariska triangelsatserna

Sfariska sinussatsen:

I varje sférisk triangel géller, med gidngse beteckningar pa sidor och vinklar:

sinA sinB sinC

sina sinb sinc

Bevis av den sfiiriska sinussatsen, i fallet da sidorna #r mindre #n 90°.

Var sfiriska triangel dr ABC, centrum i sfiren heter O. Lat sfiren ha radien 1. Dra hojden fran A till
planet OBC, dess fotpunkt kallar vi F. Dra hojderna fran A till radierna OB och OC och kalla deras
fotpunkter D respektive E. Darmed har vi fyra rétvinkliga trianglar att arbeta med: ADO, AEO, AFD
och AFE. Vi konstaterar forst att AAOD = ¢, NAOE = b, NADF = B och NAAEF = C. Strickorna AD
och AE uttrycks i triangelvinklarna: AD = sinc, AE = sinb. Strickan AF kan nu uttryckas pa tva sitt:

sinB  sinC

AF = AD sinB = AE sinC <= sincsinB =sinbsinC <= - = —
sinb sinc

Detta kan goras med vilket par av sidor/vinklar som helst, sa vi har ddrmed faststillt att

sinA sinB  sinC

sina sinb sinc

vilket dr den sfiriska sinussatsen. O
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Sfariska cosinussatsen:

I varje sfirisk triangel géller, med gidngse beteckningar pa sidor och vinklar:

cosc = cosacosb+sina sinb cosC

Bevis av den sfiriska cosinussatsen, i fallet da sidorna 4r mindre éin 90°.
Beteckningarna i figuren dr desamma som i foregaende figur, men hir har tillkommit en stricka EG,
som &r hojden fran E mot sidan OB. Den sfiriska cossinussatsen kommer hér ur det faktum att

OD = OG+GD. 6.1)
For att se hur satsen foljer av detta, konstaterar vi forst att
AEOB = NFEG = a, NAOE = b, NAOB = c och AAEF =C.
Vi uttrycker nu sidorna i ekvation (1) med hjélp av dessa vinklar:

OD = cosc, OG = OFE cosa = cosb cosa, DG = EF sina = AE cosC sina = sinb cosC sina. Darmed
uttrycker ekvation (1) sambandet

cosc = cosa cosb + sina sinb cosC

och den sfiriska cosinussatsen &r bevisad. O
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Girards formel

Arean av den sfiriska triangeln dr

A+B+C—rx

Arean avser den del av enhetssfiren som begrinsas av triangeln.

Forst: tva storcirklar avgransar fyra omraden, parvis kongruenta, av sfiren. Dessa s.k.
mdnar (engelska [unes) har arean 2v om vinkeln mellan storcirklarna i den aktuella

o .e o X3 . . v
manen dr v. Manens andel av hela sféarens area 47 ar ju o
T

Bevis: Om vi betecknar arean av den sfiriska triangeln ABC med 7, areorna av de
sfariska trianglarna ADE, ACE, ABD med I, II respektive 111, sa ser vi att de de
parvis bildar manar: 7 +1 =2A, T +1I = 2B, T +11I = 2C. Detta ger 3T =2(A+
B+C)—(I+1+1l) < 2T =2(A+B+C)—(TH+I+1+1)=2(A+B+
C) —2m, det sista eftersom de fyra omradena tillsammans utgor en halv sfir. Ddarmed
T=A+B+C—m. O
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FACIT

Kapitel 1. Aritmetik och algebra
1.1.1 (a) 7956 =21-378+ 18 (b) 7497 =21-3574+0 (c) 7497 ir delbart med 21
1.12 (a) 3%-5-11 (b) 2-32.7-13-29
(a) —3-83
1.1.3  (a) 319
(b) —564

1.14 (a) a+2-a-b
(®) 2-a-a-b+2-a-b-b—2-a-a—2-a-b="2a*b+2ab*—2a*—2ab

1.1.5 (a) —2<4<5<11

(b) d,b,—a,—c
121 (a) % (b) —% ©) —% (d) ;—(7) © % ® %
122 @ o ® ~ 155
123 (a) 411 (b) % (©) % (@24

© % 0 g 9 % (h) %
124 () -2 ) % ©) —%

1.25 (@ c>b>d>a

b)) b>a>c>d

13.1 (a) 25 (b) 32 (c) 81 (d) —64
(e 1 (f) 100 (g) 1 (h) 1

1 1

z - (© 1
132 (a) 1 (b) 7
133 (a) 27° (b) 22 (c) 274

4

4 (b) —72

134 (a) o
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141 (a) Ja.

(b) Ja, det sanna pastaendet ‘2 dr mindre dn 3” dr en av mojligheterna i “2
dr mindre dn 3 eller 2 lika med 3”. Alternativt kan man hénvisa till att
motsatsen 2 > 3 dr ett falskt pastaende.

(c) Nej.

1.4.2 c—a=(c—b)+(b—a)>0

. Exemplet

. (b+d)—(a+c)=(d—c)+(b—a)>0
.b-c—a-c=((b—-a)-c>0

a-c—b-c=(a—b)-c=—(b—a)-c=(b—a)-—c>0

bk W =

1.4.3 T.ex.3 <4 och2 <6men (3—2) < (4—06) giller inte.

1.44 (a) 2,125 (b) 1,166666... (c) —0,2142857142857...
7 284 31
1.4. —= — —
5 (a) 3 (b) 3 () 25
1.5.1 (a) 7 (b) 7 (c) 0
1.52 (a) —2ochO (b) —4.50ch 10.5 (¢c) —4 (d) —1och4

(e) Inget tal satisfierar ekvationen

1.53 (@ —1<x<3 (b)) —8<x<?2
(c) x< —8ellerx>2 d x=-2
(e) —1<x<Oeller4d <x<5 ) x#—1

1.6.1 (a) 0.7 (b) 300 (c) 15V2 d) v2/5
() V3 () 10-v2

162 (a) £5 (b) £V5 (c) +5 (d) +2/0
e 0

163 (@ % (b) ¥3 © V3-v2Z (@ VIT+3

© —(2+v3) () 3-2V2
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1.7.1 (a) 3 (b) 3 () 2 d 3
(e) 9 ® 3 (@) 5
172 (a) 33 (b) 22 (c) —2-33 d) 31
(e) 210 (f) 5% () 25 (h) 2-33
173 (a) 3a (b) x3 (©) xT5 ) a?
(e) at> (f) x4
1.8.1 (a) 9 —u—9v (b) 2a+ 12c+73x
182 (a) p+r (b) 3b+2c (c) 4a—2c
1.83 (a) 20x%78 (b) —27a*bc* (c) 14p3¢°rts?
1.84 (a) 27x53 (b) —128a8b7¢b (c) a*Pp’P
1.8.5 (a) 2x243xy—2y? (b) 2x3 +x%y — 5xy? +2y°
) a4+ d) —2x* + x> + 262 — 13x+6

1.8.6 (a) 9a® —24ab+16b> (b) a®+4a>b*>+4b*  (c) 2mB+32
1.8.7 (a) 36 —x? (b) a* —y? (c) x'2—-81
1.8.8 (a) y* 49y’ x+27yx? 4+ 27x° (b) 27x3 4 54x%y? 4 36xy* + 8y°

(c) x12—18x° +108x° —216x°

189 (a) (x—a®)(x+a?) (b) ¥*(3x+5)(3x—5)
(©) (x+9)° (d) ¥y(x—2y)?
() x(x— 1)(x*+x+1) () 3(a+3b)(a* —3ab+9b?)
(g) — X+ (x+1D(x—1) (h) 2x%y(3y> — 2x)(9y* + 6y%x + 4x?)

1.8.10 (a) x> —5x*+10x° — 10x* +5x— 1
(b) 1—Ty+21y> —35y3 +35y* —21y° +7y0 —y’
(c) 32x° + 80x*a® + 80x3a* 4+ 40x2ab + 10xa® + a'°
(d) x0912 —18xy107 4+ 135x*y822 — 54003023 + 1215x%y* 2* — 1458xy%2> +7292°
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1.8.11

1.8.12

1.8.13

1.8.14

1.8.15

1.8.16

348 8y 2a+y (d) 3xy+5y—2x
() 32 (b) o (©) 7
2 x2(1 +2x) L
@ ®) (1—2x) © (x—y)?
b*+3 b*+3
) + _ +

b* =3 (b—3)(b+V/3)(2+V3)

2 2 a+1
a“+ab—+b ()
a—>b a

(a) a*—ab+ b?

(e

(c¢) Kan inte forkortas

(a) x—y*

©) =
y

18

@ x(x+3)(x—3)

© Cx(x+1)(x—1)

(@) |c+2|, giller for alla reella ¢

x*+4
x2+2x+4
(b) @ +a*b+ab*+ b3

€3]

(d) —(a*+a’b+a’b* +ab® +b*)

(4 )(x—1)

®) x(x2—x+1)

1
d) —
(d) >
232 —Tx—2
2x(x—4)

8 —2x? —x*°
4(x—2)(x+2)(x2 +2x+4)

(b)

(d)

c 1 ome>0 ..
(b) H —{ 1 omec<0 giller for alla reella ¢ # 0

(c) 1, giller for ¢ >0
(d) —cv9 —c, giller for c <9

(e)

, géller for ¢ > 2

1
ve—2

C

® |c|\/c—|—2:{ Ve+2 ome>0

—vc+2 om —2<c¢<0

, giller for ¢ > —2,¢ #0



Kapitel 2. Ekvationer

211 (@) x=7 b) x=_> (c) Alla tal.
7
(d) Inga I6sningar. (e) § (f) _A_L
4 3
212 (a) y=3x—7 _ x-3
() y 1
22.1 (a) 1och—4 (b) —1 och3 © —1 och >
3 3
(d) Ooch 3 (e) 3
@ 3V g 3=V (@ 3tV g 3-VD9
TR 10 £ TR
222 (a) (x+2)>-3 (b) (2x—9)>+19 (c) 39— (x+6)?
223 (a) (x—2)(x+3) (b) —2(x—1)(x+4)
1 V5 1 V5 (d) X 4x+1

(c) (X_E_T)(x_§+7)
224 (a) x¥*+3x—10=0 (b) 6x*> —x—2=0

(c) xX*—2x—4=0
23.1 (a) 1och—4 (b) 64+3v/3 0ch6—3V3

(c) Inga reella 16sningar
232 (1) —1 -ZF\/E och —1g\/§ (b) Inga reella 16sningar
233 (@) 9 (b) 2 (c) Ingenrot (d) 2 (e) 4

® 12 (@ 3 M =B )6

234 (a) 2,—-2,v30ch —/3 (b) 5, —5,7 och —7 (c) 2 och —2

(d) V6 och —v/6 (e) \/76 och —4
235 (a) 9 (b) 19—6V10 (c) 1och4
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24.1

(@ x=3,5,y=1 (b) x =

(d) saknar 16sning

4, y=1

() x=-2,y=2

(e) odndligt manga 1osningar, av formen: x =¢, y = 3 — 5¢ for alla reella ¢

) s=3,t=1
(i) x=10, y=—0,04, z=0,06

(k) lea}’:—2=ZZ3

2.4.2 Han var 48 ar.

25.1

252

253

254

x—1

x+4

—3-V5 =3+V5
2 ’ 2 }

—5-v21 —5++21
2 2 )

(a)

(@ {0,

(C) {_27
(a) 1 dr en trippelrot

(c) 1 och —1 ar trippelrotter

(@ (x+2)(x—1)(x—=3)

© (x=2)(=3+x—x)

(g x=2,y=3

() a=—-1,b=1,c=2

x+2

®) x24+2x-3

(b) {_27 173}
(@ {2}

(b) 1 (enkelrot)

(h) x=3,y=5,2=2

V21

(b) ()C-I—Z)()H—S%_z\/ﬁ
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Kapitel 3 Plan trigonometri

1. 18,3 m

N

. 14 cmoch 18 cm

3. V1450~ 38,1 l.e.

N

. 20172

e

(a) B=55°,a~2,3,bx3,3
(b) B=54°, b~4,1,c=5,1
(c) b~2,2, A~ 41,8°, B~48,2°
(d) c~3,6, A~ 33,7°, B~56,3°
(e) A=35°,a~3,5 c~06,1

6. (a) cosv=4/5, tanv=3/4
(b) cosv = \/3/3, tanv:2/\/§
(c) sinv =2v2/3, tanv =21/2
(d) sinv =+/21/5, tanv = /21/2
(e) sinv=1/v/5, cosv=2/v/5
(f) sinv =24/25, cosv="7/25
(g) siny = 10/\/@, cosv:7/\/m

7. (a) 47,1° och 132,9°
(b) Ingen vinkel mellan 0° och 180° har negativt sinusvirde.
(c) 42,9°
(d) 137,1°

8. Sida 8,6 cm, vinklar 55° och 45°, area 42 cm? (approximativt).

9. 30,7°, 48,2°, 101,1° (approximativt).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

Sidor 6,4 cm och 8,2 cm. Area 24,6 cm? (approximativt).

Fall 1: By ~53,0°, C;=~93,0°, c;~12,5
Fall 2: By ~127,0°, C»,~19,0°, c¢p~4,1.

B=~30,6°, C=115,4°, ¢~ 17,8 (bara ett fall denna ging).
10(%)% cm~ 7,9 cm

~29,8 km (=13,8 km + 16,0 km, addera badas horisontavstand!)
~29,7 m

~17 m

250 miljoner km eller 43 miljoner km (tva mojliga fall - rita!)

~4,8 cm
A=1,5 0=3
A=3 0=0,5

I vénstra kurvan: A = 2,5, ® = 0,2, 1 hogra kurvan: A = 30, @ = 2,5 (svaret
kan variera nagot med hur noga man liser av, vilket ocksa giller i ndsta uppgift).

I véanstra kurvan: A =1, ¢ =2, 1 hogra kurvan: A =2, ¢ = —2 (eller lika gérna
¢ =-24+2n~4,3).
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Kapitel 4 Vektorer

2.(a)e;+ey, (b)e;+ey, (c)ex+e3, (d) —e;—ex—e3, (e) —e

3. (a) Med farten v/40 ~ 6,32 m/s i kursen 108,4°, (b) 70,5°

Kurserna i denna uppgift dr métta fran nordriktningen medurs (enligt konventionen till
$jOss).

4.(2,2)

5.(1,1)

6.(1,—1,2)

7.(—8,7,-9)

8.a=—4

9.u=+1(-1,2,2)

10. () V14 (b)) V3 ()3

11. (a) 6v/3 ~ 10,4N i riktningen (1,1,1), (b) 8,70N i 28, 3° med avseende pa 6-axeln

12. Alla ar vinkelrita.
13. (a) 90°, (b) 45°, (c) ~44.4°

14. 128°
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15. T.ex. (a) (3,2), (b) (b,—a) och (c) (0,1,2)
16. Ja, vinkeln vid (—1,4,2) &r rit.

17. (a) 8 joule, (b) O joule, och (c) —3 joule
18. —2x+y=3

19

.{x:1—|—3t L x4dy=7

y=2—t

20.3y—x =1
21. (-2,9)
22.(2,—1,6)
23.(21,2,—17)

24. (a) Ja. (b) Nej
25. fs = 2.1knop, ks = 294°

26. Fart over grund 18 knop, kurs dver grund 175°.
27. Farten genom vattnet dr 13,5 knop, kursen genom vattnet dr kgv=271°.

28. kg =80°—17.1° = 62.9°, ks = 260° 4+ 62.2° = 322.2°
eller (det finns tva tolkningar av problemet!)
kg =80°+17.1° =97.1°, ks =260° — 62.2° = 197.8°
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Kapitel 5 Sfarisk trigonometri

1. (a) b~ 15,45°
(b) B~52,29° eller B~ 127,71°
(c) A=~4,38°
(d) a~84,73° eller a =~ 95,27°
(e) C=~59,40° eller C ~ 120,60°

2. (a) c~154,62°
(b) b~21,01°
(c) A= 121,16°
(d) B~96,60°
(e) C~89,44°
(f) b~102,21°, A~ 96,20°, C ~ 126,56°
(g) ¢~ 156,27°, A~?28,37°, B~39,17°
(h) A=~ 137,43°, B~ 75,11°, C =~ 59,03°
(i) A~96,28°, B~ 117,01°, C~92,85°

3. () c~54,34°, A~ 51,01°, B~ 54,24°
(b) ¢~ 69,49°, A~ 63,84°, B~ 54,50°.
(c) a~ 83,96°, A~ 84,86°, B~ 121,59°.

4. 967 M

W

. 3600 M

6. 1259 M

7. (a) 3077 M, 51,7°
(b) N 50°13’, W 20°46

8. (a) 50°1'N, 3°37'W (nira Land’s End, England).
(b) 47°19'N, 34°5'W, avstandet ir 823 M.

9. Kursen vid ekvatorspassagen dr 127°, longituden dr W152°.
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