MATLAB — uppgifter

Forkunskaper

MATLAB éar jatte anvindervanlig. For uppgifterna 1 — 6 behéver man bara
skriva en m.file som har 2(!) rader och ge ett MATLAB —~ kommando (och
naturligtvis plot — kommandot). Pa appendix A finns nagra exempel och
ytterligare information om det.

Uppgifterna 7 — 10 kréaver lite mer. Man maste veta hur man kan genomfora
rekursiva berdkningar. Det dr dock heller inte svart. Ett exempel for en
rekursiv berdkning finns pa appendix B. Nir du har studerat exemplet vet
du hur du ska gora de rekursiva berdkningarna vid uppgifterna 7 till 10.

I alla fall &r du vilkommen om det finns problem. Jag hjalper garna. Aven
ytterligare fragor ar naturligtvis vilkomna.

Mal

Ett syfte ar att demonstrera olika intressenta fenomen i samband med or-
dinara differentialekvationer.

e Vilka fasportrat som finns for linjara system med konstanta koefficien-
ter (uppgift 1; kvasiperiodiska system ska dock inte behandlas).

e Hur friktion och/eller en periodisk yttre kraft paverkar fjaderpendelns
amplitud, fasvinkel och period. Bl a ska resonanseffekten diskuteras

(uppgift 2).

e Hur perioden beror pa begynnelsevirdena vid den icke — linjira pen-
deln. Linjérisering ska ocksa behandlas (uppgift 3).

e Styva system (uppgift 4).
e Hopfbifurkation (uppgift 6).

e Instabila system (uppgift 10).



Ett annat syfte ar att demonstrera olika fenomen i samband med numeriska
berakningar.

e Styvhet och instabilitet (uppgifterna 4 och 10) &r naturligtvis ocksa
viktiga i samband med numeriska problem.

e Vad som hander nir man lamnar stabiltetsomradet demonstreras vid
uppgiften 7 (se ocksa 9).

e Fordelerna av de implicita metoderna nar det galler stabilitetsomradets
storlek demonstreras av uppgiften 8 (se ocksa 9).

e Uppgift 9 handlar bl a om noggrannhet.

Uppgifter

1. Lat A vara en 2 x 2 — matris och z en 16sning till differentialekvationssys-

temet
2'(t)=A-z(t), teR

Losningsbanan {z(t) : t € R} &r en ellips eller gar mot 0 eller mot oo, da
t — oo. Banan kan t ex vara en spiral eller en rakt linje. Hur banan
ser ut beror pa matrisen A och begynnelsevirdena. Demonstrera de olika
mojligheterna.

2. Diskutera differentialekvationen
y"(t) + ay'(t) + wiy(t) = kcos(wt), tER,

for lampliga o,k > 0 och wy,w > 0. Nagra intressanta fragor och/eller
fenomen:

e Vad sker om a = 0 och wy = w (resonanseffekten)?

e Hur paverkar friktionskoefficienten « > 0 amplituden och perioden i
fallet £ = 07

e Hur utvecklar sig perioden pa lang sikt om & # 0 och
a)a=0 b) a # 07



e Finns nagot som “liknar” resonanseffekten om « # 07

3. Plot samtidigt 16sningen till pendelekvationen
y"(t) +sin(y(t)) =0, teR,
och den motsvarande linjara ekvationen
Z'(t)+z(t) =0, tekR
Som beynnelsevirden tag y'(0) = z'(0) = 0 och y(0) = z(0) = « for olika .

En intressant fraga ar naturligtvis hur pendelns period beror pa begynnel-
sevinkeln a. Dessutom ar det intressant att kolla pa linjariseringseffekten.
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4. Lat

Plot 16sningen till begynnelsevardesproblemet

y'(t)=A-y@), y0) =y,

pa intervallet [0,25]. Efter det plot 16sningen pa intervallet [0, 500]. Vilken
skillnad finns? Hur kan man tydliggora skillnaden vid datorskarmen?

5. Plot fasportratet till Volterra — Lotkas modellen. Kan man styra systemet
genom att doda ett visst antal jagare vid en enda tidspunkt?

6. (Hopfbifurkation) Det ordinéra differentialekvationssystemet
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beskriver ungefarligt en viss kemisk reaktion; o och 8 dr parameter.
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Om [ > (. da avtar losningarnas amplituder och 16sningsbanorna ar spiraler

som konvergerar mot nagon punkt. Om 3 < f3. da oscillerar 16sningarna utan
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dampning och losningsbanorna konvergerar mot en sluten bana. Det kallas
for Hopf bifurkation.

Undersok systemet. Lampliga parameter ar t ex
y1(0)=0, 5(0)=2, 0<t<20, a=10

och = 2 resp. B = 4. Sarskilt intressant ar naturligtvis den kritiska
parametern (3, = 3.5.

7. Anviand Eulers metoden for att berdkna l6sningen till begynnelsevirdesproblemet

() = 5ty +

T y(1) =1,

pa intervallet [1,25]. Vilj steglingderna h = 0.19, A = .21 och h = 0.4.
Jamfor med den verkliga 16sningen

y(t) = %

8. Betrakta samma begynnelsvirdesproblem som i uppgiften 7. Den har
gangen anvind den implicita Euler metoden. Som steglingder vil h = 0.19;
h =0.21; h = 0.4 (som forut och dessutom) h =1; h = 4.

9. Samma uppgift som 7. och 8. Anvind den explicita och den im-
plicita trapetsmetoden och “den klassiska Runge Kutta metoden”. Valj
steglinderna sa att betydelse av stabilitetsomradet blir tydlig och/eller skill-
naderna i samband med noggrannhet.

10. Det inhomogena linjara begynnelsevardesproblemet
y'(t) = 50(y(t) — sin(t)) + cos(t), y(0) =0,
har exakt en losning, namligen
y(t) =sin(t), teR

“Berdkna” 16sningen pa intervallet [0, 1] bade med Eulers metod och steglangden
0.01 och helt enkelt med nagon MATLAB — ode — losare.



Appendix A: Ode — losare

Exempel 1 For att berdkna losningen till begynnelsevardesproblemet

pa intervallet [0, 5] kan man gora féljande:

1:a Skriv en file som heter a.m

(filenamnet far vara vad som helst; bara att det slutar pa .m).
Filens innehall ser sa har ut:

function b=c(t,x)
b=-x;

2:a Spara filen a.m

3:a Anvand foljande MATLAB kommandon:
>> [t,x]=0ded5(’a’,[0 5],1);
>> plot(t,x)

Da har du redan losningen.

Nagra anmarkningar till kommandot
>> [t,x]=0ded5(’a’,[0 5],1);

1. a var filenamnet. Glomn inte tecken > >. MATLAB forstar inte vad a
betyder, men MATLAB forstar vad ’a’ betyder.

2. [0, 5] &r intervallet dar 16sningen z(¢) undersoks. Sa man skriver [7 12]
om man vill veta hur 16sningen ser ut pa intervallet [7,12] istéllet.

3. 1 var begynnelsevardet. Sa om man vill hitta 16sningen som satisfierar
z(0) = 97 sa skriver man 97 istéllet av 1.

4. Om man tar bort ; da far man detaljerad information. Sa om man skriver

>> [t,x]=o0ded45(’a’,[0 5],1)



da far man en lista med alla ¢ — virdena som har tagits och de motsvarande
virden z(t) av l6sningen z. I exemplet far man

t =
0
0.0502
0.1005
0.1507

och

1.0000
0.9510
0.9044
0.8601

och det betyder att z(0) = 1.0000; z(0.0502) = 0.9510; z(0.1005) = 0.9044;
2(0.1507) = 0.8601; ...

Exempel 2 Kanske man vill jamfora losningen i exemplet 1 med 16sningen
till

7' (t) = — cos®(t) sin(fﬁ);), z(0) = 1.

Det skulle inte vara sarskilt intressant men ar en bra mojlighet att lara sig
nagra viktiga MATLAB — kommandon.

Man genomfor forstas samma programm som i exemplet ovan:
1:a Skapa en file, som heter, t ex, b.m
Filens innehall ser sa hir ut:

function b=c(t,x)
b=-cos(t).*cos(t).*sin(x.*x./(1+t.%t));

2:a Spara filen b.m



3:a Anvand foljande MATLAB — kommandon:
>> [t,x]=0de45(’b’,[0 5],1);
>> plot(t,x)

Nu far du 16sningskurvan.

Om du vill jamfora med 16sningen i exemplet 1 ovan kan du fortsatta som
foljande:

>> hold on;

Det har kommandot gor att bilden inte kommer att forsvinna.
>> [t,x]=0de45(’a’,[0 5],1);
>> plot(t,x,’r")

Nu far du samtidigt 16sningarna till problemen i exemplen 1 och 2. En I6sning
har bla farg som vanlig, den andra har réd fiarg p.g.a. ,’r’. Det finns manga
andra mdjligheter istéllet av 'r’ (andra firger, andra markeringer osv.)

Kommandot “hold off” ar motsatsen till kommandot “hold on”.

Exempel 3 Hur behandlar man ett system? Betrakta problemet
i (t) = b5zi(t) + 2zo(t),
Ty(t) = sin(z1(2)),
r1(3) =4, 22(3) =2,
pa intervallet [3,4]. For att hitta 16sningen kan du gora sa hér:

1:a Skriv en file som heter, t ex, c.m och ser sa har ut:

function b=c(t,x)
b=[5%x(1)+2*x(2);sin(x(1))};

2:a Spara filen c.m

3:a Anvind kommandot

>> [t,x]=0ded5(’c’,[3 4];[4;2]);

Nu berdkna MATLAB l6sningarna 1 och xo. Vi har skrivit “[3  4]” eftersom

vi skulle vilja fa 16sningarna pa intervallet [3, 4].

7



“[4;2]” vid kommandot motsvarar begynnelsevillkoret z1(3) = 4, x(3) = 2.
Om vi ville har begynnelsevillkoret x,(3) = 2, x2(3) = 4 istéllet da skulle vi
skriva

>> [t,x]=0ded5(°c’,[3 4];[2;4]);
Det finns nu olika méjligheter att rita bilder:
>> plot(t,x(:,1))
Da far man 16sningen ;.
>> plot(t,x(:,2))
Da far man naturligtvis 16sningen z5.
>> plot(x(:,1),x(:,2))
D4 far man banan {(z;(t), 72(t)) : 3 <t < 4} C R2.
Naturligtvis finns ocksa mdgjligheten
>> plot(t,x(:,1),t,x(:,2),’r")

Da far man z; med bla farg och z5 med réd firg samtidigt. (zo ses dock
nastan inte vid det hiar exemplet ty den &r sa liten jamfort med z1; man far
ett tydligare exempel om man betrakter det korta intervallet [3, 3.1] istéllet).



Appendix B: Rekursiva berakningar

En mojlighet att genomfora rekursiva beriakningar med hjilp av MATLAB
ar att anvianda while — kommandot. While — kommandot gor att nagot pro-
gramm repiteras sa linge som ett visst villkor ar satisfierat. De foljande exem-
plen ska tydliggora hur det fungerar. Bakom exemplen ligger en metod som
utvecklades for nagra tusental ar sedan. Metoden anvands for att berdkna
rutan av 2 approximativt:

1
Qg ‘= ]-, Ap41 = §(an+a_): n:0:172:"'

Man kan bevisa att v/2 = lim,,_, a, och ge en feluppskattning som visar
att foljden konvergerar snabbt.

For att berakna aq, as, ..., asy kan man gora foljande:

1:a Skriv en file som heter, t ex, root.m och har féljande innehall:

n=1; z=1;
while n < 21

z=(1/2)*(2+(2/2))
n=n-+1
end

2:a
>> root
ger pa skarmen bl a olika z som motsvarar ay, as, as, ..., ag.

Det kan vara lampligare att skapa en vektor
a = (a1, ag,as,... ,ay).

Man kan skriva en file, t ex rootl.m, som ser sa har ut:



n=1; z=1;

while n < 21
z=(1/2)*(z+(2/2));
a(n)=z;

n=n+1;

end

>> rootl
>>a
ger vektorn g pa skirmen.

Det kan vara annu lampligare att avsluta berdkningarna nar resultatet ar
tillrackligt noggrant. Istallet av “while n < 21” kan man t ex skriva “while
abs(z * z — 2) > 0.0001”. Som vektor g far man

a=
1.5000 1.4167 1.4142

i det har fallet. Kom ihag att
>> abs(y)

beraknar y:s belopp.
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