Inlamningsuppgift 1 for Analytiska funktioner E3, 2003:
Stromnings- och potentialproblem

Studera den gren av (2% + 1)1/ 2 som #r analytisk utanfor intervallet z = 0, —1 < y < 1 pa

imagindraxeln och som &r positiv pa positiva realaxeln (z = z + 4y). For den som har glomt av
hur man gor for att f4 en sddan funktion féljer hir en rekapitulation.
Om man skriver z — i = e, -5 <0 < 37", z 41 = reetf?, -5 <0 < 37“, kan man

definiera

f(Z) — (z2 + 1)1/2 — (z B i)1/2(z —I—’i)1/2 — mei(91+92)/2 — /|z2 + 1‘ei(01+92)/2_ (1)

Detta blir uppenbarligen en analytisk funktion utanfor z = 0, y < 1 pa imaginéraxeln (en produkt
av analytiska funktioner). P& vanligt sétt ser man att f(z) blir kontinuerlig och analytisk dven
for £ = 0, y < —1 (anvénd (1) med ¢; = 0y = —7 dér). Alltsa blir f(z) analytisk utanfor
x=0,-1<y <1 Detiren gren av (z2 4+ 1)/? eftersom [f(z)]> = 22 + 1. Observera att
f(z) inte kan uppfattas som en sammansittning av en gren av kvadratrotsfunktionen (-)'/2 och

22 4+ 1. D#remot har man att f(z) = z,/1+ z%, om v far beteckna principalroten. Detta &r
béttre 1ampat for praktiska berdkningar av funktionsvirden, t.ex. med hjialp av MATLAB. For

att inse detta observera forst att 4/1 + z% ar en véldefinierad och analytisk funktion d& z inte
tillhor intervallet £ = 0, —1 <y < 1, ty det dr bara pa detta intervall som 1 + z% kan bli reellt

och < 0. Dérmed &r fi(z) = zy/1+ z% och f(z) analytiska i samma omréde, och de &r lika for

z = x > 0 pa realaxeln (det gemensamma virdet dr f(z) = fi(z) = Vo2 +1). Alltsé ar enligt
entydighetssatsen for analytiska funktioner f(z) = fi(z) for alla z utanfor z =0, -1 <y < 1.
Detta visar bl.a. att f(z) &r udda, dvs. f(—z) = —f(z). [Ett annat, nagot elementérare,
satt att resonera dr foljande: f(z) och fi(z) &r analytiska och skilda frén 0 i samma omrade

och uppfyller dir [f(2)]? = [fi(2)]?. Da ar ¢(z) = J{fl(é)) analytisk och uppfyller [p(z)]? = 1 i
omradet. Derivering ger 2p(z)¢'(z) = 0, varfor ¢'(z) = 0. D& ir ¢(z) konstant i omradet,
och denna konstant kan bara vara 1 eller —1. Eftersom ¢(z) = 1 f6r > 0, &r konstanten 1,
och f(z) = fi(z) i hela omradet.] Man kunde naturligtvis direkt ha definierat fi(z) som den
onskade grenen av (22 + 1)1/2. Dock #r konstruktionen (1) ett vanligt sétt att definiera grenar
av (22 + 1)1/2, sa den bor man kinna till. Den #r ocksa litt att modifiera till andra omraden

genom att man viljer andra snitt for rotfunktionerna (z — )2 och (z 4 i)'/2.
Studera nu hur avbildningen w = f(z) = (22 +1)1/? = 2, /1 + z% avbildar omradet D utanfor

snittet z = 0, —1 <y < 1. Det visar sig att man far en ett-ett-avbildning av D p& D’, som ar
omréadet utanfor —1 < u < 1, v = 0 i w-planet (w = u+ iv). Inversen #r den gren av (w? —1)'/2

som ges av z = g(w) = w4/1 — # i D' (jimfor diskussionen ovan). Till att borja med géller

niimligen att om w? = 22 + 1, s& &r z av formen 4y med |y| < 1 om och endast om w #r reell, sig
w = u, med |u| < 1. Dérfor giller att f(D) C D' och g(D') C D. Att f &r en ett-ett-avbildning

som avbildar D pé hela D' och att f och g ar varandras inverser f6ljer nu av att

1 1 1 /1 ..
g(f(z))zz\/1+z—2\/1—m=z\/l+; 1+%:z for alla z € D,

z

eftersom \/% = ﬁ for principalroten, och pa samma sétt

f(g(w)) =w for allaw e D'.



Vi vill nu anvdnda denna avbildning for att studera stromning 6ver en plan botten med ett
hinder. Lat botten representeras av realaxeln och hindret av snittet x = 0, 0 < y < 1. Det
galler nu att f(z) avbildar 6vre halvan av D, dvs. omrédet i Imz > 0 utanfor snittet x = 0,
0 <y <1, pd évre halvan av D', dvs. Imw > 0. Detta foljer i stort sett av de angivna
egenskaperna hos f(z), men verifiera det genom att studera hur randen ABCDE avbildas. En
stromning som &r likformig 1langt bort frdn hindret, dvs. har en hastighetsvektor som gar mot
en reell positiv konstant V' d& |z| — oo, motsvaras av en likformig stromning i Imw > 0. En
sddan har hastighetspotentialen ® = Aw, diar A > 0. Potentialen i z-planet dr d& ® = Aw =

Af(z) = Azy/1+ z% Hastighetsvektorn &r ‘fi—f = Af'(z), dar vi har

1 1 2 1
fl(z) = Vit 5 te——(m) = ——,
z 2/1+% 7? V1t
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z| > o00,dvs. A=V.
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Uppgift 1a. Lés noga igenom ovanstiende sé& att du sdkert forstdr hur man konstruerar grenar
av (22 + 1)1/ 2 och liknande funktioner. Rita sedan nagra strémlinjer i z-planet genom att
avbilda motsvarande stromlinjer Imw = k med avbildningen z = g(w). Tag négra olika positiva
viarden pé konstanten k, nagra sma for att visa stromningen néra hindret och nagra litet storre.
Tips: I MATLAB kan en kurva representeras som en vektor av komplexa tal (motsvarande ett
antal punkter pa kurvan). Om MATLAB-variabeln w motsvarar en lamplig del av en stromlinje
(alltsd i detta fall &r en vektor med konstant imaginérdel) &r det bara att lata MATLAB rékna ut
z = g(w) och sedan skriva plot(z). Anvind kommandot hold on f6r att kunna rita flera kurvor
i samma figur. Lamna in MATLAB-koden och en figur som visar hindret och négra strémlinjer
omkring det.

I nésta uppgift skall vi 16sa ett potentialproblem i samma omrade. Lat nu randen ABCDFE
vara en jordad ledare (s& att potentialen ¢ &r 0 dér) och antag att en punktladdning ¢ &r
placerad i punkten zp i omradet. Som foérut ger oss avbildningen w = f(z) motsvarande problem
i halvplanet Imw > 0; alltsd en punktladdning g i wy = f(z9) med Imwy > 0 och potentialen
0 pé randen Imw = 0. Detta kan 16sas med metoden med "spegelladdning”, vilket ar ekvivalent
med en Mobiusavbildning till enhetscirkeln med laddningen i centrum. Vi avbildar alltsd med
( = 4w = h(w) och far problemet att bestdmma filtbilden i |(| < 1 frn en punktladdning
g i origo da potentialen #r 0 pa |(| = 1. Losningen &r uppenbar; den &r densamma som for




en fri laddning. Den komplexa potentialen &r alltsd & = _2_;1rs log ¢, ekvipotentiallinjerna &r

koncentriska cirklar |(| = p, 0 < p < 1, och féltlinjerna &r stralar fran origo.

Uppgift 1b. Lat A och B vara de tva sista siffrorna i ditt personnummer och 1at zy vara
punkten zyp = # + i%. Rita nagra ekvipotentiallinjer och féltlinjer i z-planet. Som i
a-uppgiften dr det bdst att arbeta med komplexa variabler i MATLAB. Beskriv kurvorna i (-
planet som vektorer av komplexa tal och 1at MATLAB rikna ut w = h 1(¢) och z = g(w).
Nagra praktiska tips: Undvik strélen med arg( = 0, ty ( = 1 ger z = oo. Delar av randen

|¢| = 1 hamnar pa snittet for rotfunktionen, och avrundningsfel kan gora att man far fel viarde pa
\/1-— # och dérmed pa z. Undvik alltsd att ligga precis pa randen; pa en radie kan || f& variera

fran 0 till t.ex. 1 — 107%. Limna in MATLAB-koden och en figur som visar ekvipotentiallinjer
och faltlinjer i z-planet.

I a-uppgiften kunde vi ocksd ha studerat stromningen runt hindret z = 0, -1 <y <1
(utan ndgon "botten”), med villkoret att stromningen for stora |z| skall bli parallell med z-axeln.
Losningen hade varit densamma. Allmént géiller att om skall studera stromningen runt ett
hinder representerat av ett begrinsat omrade K, s forsoker man avbilda omradet utanfér K
pa omradet utanfor intervallet —1 < uw < 1, v = 0 i w-planet s att stromningen for stora |w|
blir parallell med realaxeln. Losningen ar d4 densamma som for en likformig stromning (utan
hinder) parallell med realaxeln, ty om man infor en fast vigg lings en stromlinje (i det har fallet
snittet —1 < u < 1, v = 0) sd dndras inte stromningsbilden. Hastighetspotentialen i w-planet
blir alltsd ® = Aw, dér A > 0. Vi skall nu se hur man kan 16sa detta for ndgra andra hinder K,
forst en cirkel och sedan en mer realistisk vingprofil.

De sistnimnda problemen kan 18sa med hjilp av funktionen J(z) = (2 +1), som ofta kallas
Joukowski-funktionen efter en rysk aerodynamiker. L&t oss studera denna funktions avbild-
ningsegenskaper. Lat z =re?, w =u+iv = J(2 + 1) = L(re? + le~¥). Da ar

2
1 1
u= 5(7" + ;)cosﬁ,
1 1
v = 5(7" — ;)sinﬁ.

Vilj r > 1 fixt. D& avbildas cirkeln |z| = r pa ellipsen

u?  v?

Stm =1
dér a = 3(r+ 1), b= §(r — 1). Ellipsens brannpunkter &r +c, dir ¢ = v/a? — b? = 1 oberoende
av r. D& r avtar mot 1, krymper ellipsen mot intervallet [—1, 1] pa realaxeln. D& 7 véxer fran 1
mot oo, sveper cirklarna |z| = r 6ver omradet |z| > 1. Ellipsernas halvaxlar a och b vixer ocksé
mot oo, och ellipserna sveper 6ver omradet utanfor intervallet —1 < w < 1, v = 0. Funktionen
J(z) ger alltsd en ett-ett-avbildning mellan omradet |z| > 1 och omradet utanfér —1 < u < 1,
v = 0 (ett uppskuret w-plan). Detta kommer ocksd att visas nedan pé ett litet striktare satt.
Eftersom z och % avbildas pa samma punkt, s& har vi ocksé en ett-ett-avbildning mellan |z| < 1
och det uppskurna w-planet. Vi ser ocksd t.ex. att omrédet |z| > 1, Imz > 0 avbildas pa
Imw > 0. Funktionen kan allts& anvindas for att beskriva stromningen runt en cirkel (se ocksa
6vning 8.6:8 i boken).

Vi sag ovan att J(z) dr en ett-ett-avbildning mellan vissa omréden. Vi vill berdkna inversen
och 16ser darfor ekvationen 2w = z + %, 22 — 2wz +1 = 0 med den formella 16sningen

z=w+ (w? —1)2



Fragan ar dock vilken gren av (w? — 1)'/2 som skall viljas. Det kan man komma fram till pa

olika sitt. Ett satt (som ocksé ger ett bevis for den ovan beskrivna avbildningsegenskapen) ar
foljande. Infor variablerna z; = % och w; = g—:& D& motsvarar omradet |z| > 1 det hogra

halvplanet Rez; > 0, och omradet utanfér —1 < u < 1, v = 0 motsvarar ws-planet uppskuret
utefter negativa realaxeln (kontrolleral). Sambandet w = 3(z + %) overgar i wy = z2. Det #r da
klart att z; = /wy, dér v betecknar principalgrenen. Vi far

.= 1+ wp _ (1—{-\/’LU1)2 _ 14wy 4+ 2/w;
_l—w/wl_ 1—w1 a 1—w1
1+$——_&+2 z——_& fw—1

w+1

Den sista termen, som #r analytisk utanfor —1 < u < 1, v = 0, har kvadraten w? — 1, och #r
alltsd en gren av (w? — 1)1/2. D4 den har virdet vu2 —1 for w = u > 1, &r den identisk med

g(w) = w4 /1 — ﬁ som infordes ovan. Vi har ddrmed fatt ett tredje sétt att berdkna denna gren

av (w? — 1)Y/2. Sa vi har alltsd z = J~' (w) = w + g(w).
Med hjéilp av detta kan man nu ldtt rita nigra stromlinjer runt |z| = 1. Resultatet visas i
nedanstaende figur.
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Om man anvénder Joukowski-avbildningen och avbildar cirklar som ligger "néra” enhetscirkeln
kan man f& bilder som liknar en vingprofil. Nu vill vi ha vingprofilen i z-planet, s& vi tittar pa
avbildningen 2z = J(s) = 3(s + 1). Prova med cirklar |s — c¢| = r, déir ¢ kan vara t.ex. 0.1,
0.1 4+ 0.1z, 0.1 +0.24, och r = |c + 1| (s& att cirkeln gér genom s = —1) eller r = |c + 1| + 0.05
(s& att s = —1 ligger strax innanfor cirkeln). Anvind kommandot axis(’equal?’) for att fa lika
skalning av axlarna. Vi viljer dock r = |c[ + 1.05 s& att cirkeln |s — ¢| = r sékert ligger utan-
for enhetscirkeln. D& ger s = J~!(z) = z + g(2) en ett-ett-avbildning mellan omradet utanfor
vingprofilen och omradet |s — ¢/ > r. En translation och skalning ¢ = (s — ¢) ger oss [¢| > 1.
En ytterligare Joukowski-avbildning w = J({) ger oss si enligt ovan omradet utanfor snittet
—1<u <1, v=0. Enligt foregdende diskussion ar linjerna v = k, k konstant, stromlinjer for
en likformig strémning i omrédet.

Uppgift 1c. Lis och begrunda ovanstdende om Joukowski-funktionens egenskaper. Tag
c=3%0 4 i% (B sista siffran i ditt personnummer) och r = |¢| + 1.05. Rita vingprofilen
i z-planet och ett antal stromlinjer runt den. Aterigen ar det bést att borja med en vektor w
med konstant imaginiirdel och lata MATLAB rikna ut ¢ = J~!(w) = w + g(w), s = r{ + ¢,

z=J(s) = 3(s + 1) och sedan plotta z. Limna in MATLAB-kod och figur.



