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1. Laplacetransformer

For en funktion f(t) sddan att e P!|f(¢)| r integrerbar 6ver intervallet (0, 00) for nagon reell
konstant p definieras Laplacetransformen

F(s) = Lf(2) / F(t)estdt.

Hér ar s = o+ 4w en komplex variabel, och integralen konvergerar for Res = o > p. For dessa
s ar

IF(s)| < /0 )PPy,

For varje € > 0 kan vi vélja ett 9 > 0 sa att f(fo |f(t)|e Pldt < e. For o > p &r

to o) [e’s}
F(s)] < / F(B)]e Pdt + e (@D / F(D)]e Pt < e + e ) / F(t)]e Pt
0 0

to

och detta kan goras mindre &n 2¢ om o viljs tillriackligt stort. Alltsa galler att F'(s) — 0 da
Res — oo. Vidare dr F(s) #r analytisk i halvplanet Res > p. For att visa det anvénder vi
satser fran flervariabelteorin som séger att det ar tillatet att derivera m.a.p. ¢ och w under
integraltecknet och att de resulterande partiella derivatorna &r kontinuerliga. De uppfyller da
Cauchy-Riemanns ekvationer, ty

(£+— / () ' )’Stdt—O

—st 9 ,—st _

eftersom e~*" &r analytisk i s (for fixt ) och satisfierar Cauchy-Riemanns ekvationer 5-e

—i%e‘“. Alltsé ar F(s) analytisk. For derivatan géller att

F'(s):%F(s): /Ooo f(t) e=Stdt — / £t (=t)etdt.

F(n / f n e Stdt.

Allmant fas



Ofta kan F(s) fortsdttas analytiskt utanfor halvplanet Re s > p. I s& fall 1ater vi Laplace-
transformen vara den analytiskt fortsatta funktionen. Sa t.ex. konvergerar fooo el-e stdt = 5%1
enbart for Res > 1, men vi siger att Laplacetransformen av funktionen e’ &r den analytiska
funktionen 3%1 definierad i hela s-planet utom s = 1 med en enkelpol i s = 1.

Ofta kan f(t) atervinnas ur sin Laplacetransform F(s). Man kan anvénda sig av resultat

fran Fourieranalysen som i foljande inversionssats.

Sats 1. Antag att f(t) (utéver ovanstiende allminna forutsditining) ar styckvis kontinuerlig
och har en styckvis kontinuerlig derivata. Dd dar for varje a > p

1 a+i00 1 a+iR
£(t) = / F(s)eds = o lim F(s)eds. 1)
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Detta galler for alla t > 0, om f(t) i diskontinuitetspunkter har definierats sé att f(t) =
sLFET) + £

Bewis. Vi anviinder Fouriers inversionssats pa funktionen g(t) = 6(¢)f(t)e % (dir 6(t) &r
Heavisides stegfunktion, ibland &ven betecknad H(t) eller u(t)). Dess Fouriertransform &r

§(w) = / " gtye i = /Ooo ft)e™ e dt = /00" F)e” Nt = Fa + iw),

och vi har (med s = a + iw)

R

1 :
g(t) = oy Rh_r)r;o e F(a + iw)e™tdw,

; 1 at+iR ;
@a(t) = — i F Stds.
P(t) = 55 fm / (s)e”ds

For t > 0 4r e*g(t) = f(¢), och pastiendet foljer. Vi ser ocksd att integralen i (1) blir 0 for
t<0. ]

Ofta &r situationen den motsatta mot ovan: vi har en funktion F'(s) given, och vi vill ta
reda p&d om den #&r Laplacetransformen av ndgon funktion f(¢). Férhoppningen &r att f(¢)
skall kunna erhallas med hjélp av inversionsintegralen i (1), men det ar tyvér inte alltid sant;
det kan ndmligen hinda att inversionsintegralen konvergerar mot en funktion, som inte har
F(s) som sin Laplacetransform. Med lampliga forutsattningar pd F'(s) kan man dock fa det
onskade resultatet. Vi ger tva exempel pa sddana situationer.

Sats 2. Antag att g(s) dr analytisk i hela s-planet utom i dndligt manga punkter sy, och att
g(s) = 0 dd s = oo. Dd dr g(s) Laplacetransformen av

ft) = Res (g(s)e™). (2)
k

Om det reella talet a dr sadant att Re s, < a for alla k, gdller vidare att

1 a+iR

i t
_ lim g(s)estds — {f( )7 om > 0,
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Bevis. Vialj R sa stort att alla s ligger innanfoér den vanstra halvcirkeln C' = ygp+1'g i figuren.

a+1iR
L]

I'r
YR

a— 1R

Med f(t) definierat av (2) ger residusatsen

fit) = % /Cg(s)e“ds = % [[m -I-/FR g(s)eStds] .

For ¢ > 0 har vi uppskattningen

1< 5 [ o™ jas| < 5ot [ o) ds| = bec
™

Alltsé har f(t) en Laplacetransform. Antag att ¢ > 0. Substitutionen z = —i(s — a) Gverfor
' i en halvcirkel i 6vre halvplanet, och en tillimpning av Jordans lemma visar att

lim g(s)e*tds = 0.

R— T'r

P4 samma siitt visas att limpg_co fF,R g(s)estds = 0, om t < 0. Eftersom fF’R—'YR g(s)edtds =0
enligt Cauchys sats, s& foljer (3).

Det &terstar nu att visa att g(s) verkligen dr Laplacetransformen av f(t). Fixera z med
Rez > a och 13t R > |z — a|. Enligt Fubinis sats om omkastning av integrationsordningen &r

/f oy 27”// e (9 gg gt — _/ /

(=
_/ ds———/ Lds__/ 96) g5 @)
21t Joz— s 21 Sy S — 2 21 Jr, S — 2

Enligt Cauchys integralformel ar

_ 1 9(s) 1 9(s)
g(z)—%/rhsds—%fms_zds. (5)

—)tdt ds




Ur (4) och (5) fas

211 s— 2z

g(z) — /Ooof(t)e_tht -1 /CR 9(s) ds,

dar Cr = Tgr + I'}; ér cirkeln |s — a| = R. Eftersom g(s) — 0 d& s — oo, vilket &r liktydigt
med att maxsecy, [9(s)| — 0 d& R — oo, foljer att

/ 9(s) ds‘<%’*‘g(s)|-27rR—>0 da R — oo.
C

wn5—2 |7 R—|z—a
Alltsa ar
o
/ f(t)e *dt = g(z),
0
vilket bevisar pastdendet om f:s Laplacetransform. O
Exempel. Forutsittningarna i Sats 2 ar uppfyllda for rationella funktioner g(s) = ggzg, dér

grad P < grad Q.

Exempel. Funktionen g(s) = %e*§ uppfyller forutsdttningarna i Sats 2. Den enda singulari-
teten dr i origo, s& g(s) ar Laplacetransformen av

f(¥) =Resg(s)e™.

Nu ar
1 _1 11 1
st __ —= st _ n,—n = Jkyk
g(s)e = e ee = E E(_l) s Tk t
e 1)ntk8k7n71
N n'k!
n=0k=

Koefficienten for s~! fas genom summation av alla termer med k = n, si att residun &r

SRS A
f(@t) = 7; W = ngo (n))2 (T) = Jo(?\/;f).

Nista resultat meddelar vi utan bevis.

Sats 3. Antag att F(s) dr analytisk for Res > a och antingen

(1) |F(s)| < % for Res > a och vissa konstanter C och a > 1,

eller

(1) |F(s)] < % och |F'(s)| < % for Re s > a och vissa konstanter C, C' och a > 0, 8 > 1.

Da ar F(s) Laplacetransformen av

£ty = - / U pls)etds, > 0. (6)

B % a—100
Exempel. Funktionen F(s) = %e‘c\/g (principalgrenen av 4/s) uppfyller férutsittningen (1)
i Sats 3 med godtyckligt @ > 0 om ¢ > 0, ty e~°V® gar mot noll fortare &n varje potens av |
da |s| = oo, Res > a > 0. Om ¢ = 0 &r i stillet férutsittningen (1) uppfylld. Integralen i (6)
kan berdknas med residukalkyl. Resultatet ar att
1 e
)= —=e aw, t>0, c2>0.



2. Hilberttransformen och den analytiska signalen

Antag att f(z) &r analytisk for Imz > 0 och att f(z) - 0d& z — oo i Imz > 0. Lat zy vara

reellt och integrera % runt konturen i figuren.
Y
Cr
C.
“R % R =@

Integralen @dz runt hela konturen ar 0. Det géller att
2—Tg

(2) dz‘ < m%eanlfG B o s R oo
Cr % — Z0 R — |z|
och
@) dz — —mi Res 1(z) = —mif(zg) dde—0.
C. % — 20 2=T0 2 — X
Alltsd ar R
00 To—&
PV/ S@) g D / +/ S@ gy = rif(z0).
o0 T — X IE:;)C())O R zo+e T — X0

Med andra ord ar

1 e t
fla) = ——,PV/ S g
v o —1
for alla reella z. Efter separation i real- och imaginérdelar fis, om f(z) = u(z,y) + v (z,y),

o
v(t,0) dt, v(z,0) = 1PV/
t i

—0o0

o
u(t, Ot) b

w(z, 0) = —%PV/

o0 T — x—

Integralerna som upptrader har ar Hilberttransformer. Narmare bestdmt har vi foljande defi-
nition:

Definition. Integralen (d& den existerar)

v(z) = %PV/OO u®) g (7)

o T — 1
kallas Hilberttransformen av wu(t). Vi skriver v = Hu, v(z) = H[u(-)](z), e.d.

For funktionen f(z) ovan har vi alltsa f6ljande samband mellan real- och imaginédrdelarna
pa realaxeln:
’U(-,O) = H[U(,O)], u(,O) = —H[’U(,O)]



Allmént kan man visa att om u(t) &r en en reellvird funktion som &r tillrackligt regulér,
s& kan man definiera en funktion

=L [ s

T J_ ot — 2

D4 &r f(z) analytisk for Imz > 0, och om vi definierar

f(z) = lim f(z+ iy), z reell,
y—0t

sd blir Re f(z) = u(z) och Im f(z) = (Hu)(z). Om u(t) representerar en signal, si kallas f(t)
for den analytiska signalen associerad med u(t):

f(#) = u(®) +i(Hu)(@).
1

Eftersom integralen i (7) &r faltningen mellan funktionerna u(t) och 1/t, s& &r Hu = u * .
Med anvéndning av teorin for Fouriertransformer av generaliserade funktioner (distributioner)

far man da Hu = 4 - (—isgnw). Alltsd ir f(w) = 0 da w < 0, och f(w) = 2i(w) d& w > 0.

Exempel. Tag u(t) = coswot, wy > 0. For Im z > 0 fas med hjilp av Jordans lemma i Gvre
resp. undre halvplanet

1 00 t 1 oo twot oo ,—iwot
f(Z) = —/ £os wo dt = — / € dt ‘Jr/ ¢ dt
M) o t—2 2 | ) _ ot — 2 o t—2

etwoC

= Res + 0 = "%,

(=2 (—z

s& att den analytiska signalen blir f(¢) = e™°t. Alternativt kan vi beriikna Hilberttransformen:

00 00 LiweT
v(t) = (Hu)(t) = %PV/ C(t)s T dgr = —%Re PV/ ° td’r =

—00 - T 00 T —

1 g0l 1 ;
= —— Re |mi Res = — = Re(mie™!) = sinwyt.
T =t (—t T

Berdkningen kan ocksé ske med hjélp av generaliserad Fouriertransform:

U(w) = 7 [§(w + wo) + 6(w — wp)] ,

H(w) = —isgnw - 7 [6(w + wp) + 0(w — wp)] = —im [ (w + wp) + 6(w — wp)]

= F [sinwyt],
v(t) = sinwyt.
Anviandande av den analytiska signalen f(¢) i stéllet for den fysikaliska signalen u(t) kan
alltsd ses som en generalisering av jw-metoden.
Exempel. Betrakta den amplitudmodulerade signalen u(t) = (1 + m cos 2t) cos wot, dar Q <
wo, |m| < 1. Vi kan skriva
u(t) = coswot + % [cos(wp — )t + cos(wy + Q)] .

Enligt féregdende exempel dr den analytiska signalen

F(t) = et % [ei(wrn)t n ei(wo+ﬂ)t] — plwot [1 i %(efiﬂt n eiQt)] _

= (1 4 m cos Qt)eol.



3. Kausala filter, Paley-Wieners sats

a. Teorin for analytiska funktioner &r betydelsefull i samband med studiet av filter, dvs.
tidsinvarianta, kontinuerliga, linjdra system. De analytiska funktioner, som upptrader, &r of-
tast Laplacetransformer, t.ex. ett filters 6verforingsfunktion H(s), dvs. Laplacetransformen av
impulssvaret h(t). Vara tidigare diskussioner om analytiska och harmoniska funktioner i 6vre
halvplanet méste nu anpassas till hogra halvplanet. Poissons integralformel fér harmoniska
funktioner i hogra halvplanet Res = o > 0 lyder

u(o, w) :l/oo Mdt

T ) o (wW—1)2+02 "

Om f(s) = u(o,w) +iv(o,w) ér analytisk for Res > 0 och om f(s) - 0da s - ociRes >0,
rader f6ljande samband mellan u och v pé imagindraxeln:

u(0,w) = H[v(0,))(w),
v(0,w) = —H[u(0,)](w).

Detta giller t.ex. om f(s) = H(s) &r Laplacetransformen av en kausal funktion h(t), sa
att H(iw) dr Fouriertransformen. Antag omvint att 4(w) och ¢(w) &r Fouriertransformer
som satisfierar & = Ho. D& &r @ = o * = = b .7-"[% sgnt], och u(t) = iv(t)sgnt, sa att
(w) + i (w) = h(w), dir h(t) = u(t) + iv(t) = i(1 + sgnt)v(t). Alltsa r h(t) = 0 for ¢ < 0,
dvs. h(t) &r kausal.

b. Lat h(t) vara impulssvaret for ett filter, h(t) # 0. Vi vet att ett idealt lagpassfilter med

. 1 Q
hw) = b el <@
0, |w|>9Q,

inte éir kausalt. Vad kan man siiga om man bara kriver att h(w) skall vara 0 utanfor ett sndligt
intervall? Antag att h(w) r absolutintegrerbar och att h(w) = 0 for |w| > Q. D4 giller att

IR AL

h(t) = — / (w)e™t deo.
27 -0

Hér kan vi lata ¢ vara en komplex variabel, och h(t) blir d& analytisk i hela ¢-planet. Om

h(t) = 0 pa negativa realaxeln ger entydighetssatsen for analytiska funktioner att h(t) = 0 for

alla t i strid med forutsdttningen. Alltsd kan inte filtret vara kausalt.

c. Vi skall i fortsdttningen behandla kvadratiskt integrerbara funktioner h(t), dvs. sddana
som uppfyller
o0
/ B dt < oo,
—0o0

vilket fysikaliskt motsvarar &ndlig energi. Klassen av alla sédana funktioner kallas L?(R). Varje
h(t) har en vildefinierad Fouriertransform h(w), som ocksd tillhér L2?(R), och Plancherels

/oo |h(w)|? dw = 27 /Oo |h(t)|? dt

—00 -0

formel

géller.



Om h(t) &r impulssvaret for ett kausalt filter, &r h(t) = 0 for t < 0 och fér Laplacetrans-
formen H(s) géller att

o0 o0 .
H(s) = / h(t)e stdt = / ht)e "te it — Flh(t)e ! (w).
0 —00
Plancherels formel ger

[e.e] o0 00
/ |H (0 + iw)| dw = 27r/ h(t)e ' dt = 271'/ |h(t)[2e2" dt
0

—0o0 —0o0

o
< 27r/ |R(t)|?dt = M < oo for alla o > 0.
0
Omvint, om H(s) ar analytisk fér Res > 0 och om det finns en konstant M < oo s att

o0
/ |H(0 +iw)|*dw < M for alla o > 0,

—0oQ

sa finns det en funktion h(t) sidan att h(t) = 0 for ¢ < 0, [°|h(t)|?dt < oo, H(iw) = h(w)
och

o0
H(s) = / h(t)e *tdt, Res > 0.
0

Denna sats kallas Paley- Wieners sats.
En funktion f(s) som #r analytisk fér Res > 0 siigs tillhora klassen H? om det finns en
konstant M sa att o
/ If(o +iw)|?dw < M for alla o > 0.
—0o0
Paley-Wieners sats kan nu formuleras som att A(t) &r kausal om och endast om Laplacetrans-
formen H(s) tillhér klassen H?2.



