matem. met. E1, del A (00), veckans problem, repetitionsfragor, extrauppgifter

VECKANS PROBLEM

PROBLEM 4 (l6sningen skall vara klar tors 5/10)

1) Lé& f(x):&lnﬁ+¥+% for x>0 och f(0)=0. Visaatt f & kontinuerlig
X

p& [0,¥). Visaatt f & injektiv pa [1,¥). Ar f injektiv i intervallet (0,1) ?

Ix cosi,da x? O
2) f(x)=
|O, da X—O
a) Ar f kontinuerlig? Ar f deriverbar? Ar f¢ kontinuerlig?
b) Visaatt f & injektivpa [2,¥) ochberzkna D(f *)%).

c) Visaatt f & stréngt konvex p& [2,¥).

p 1

Losningsforslag till VP3

Df ={x:x* OUx£1U2x£1} =(- ¥ 0)E (0%] Eftersom f & sammansatt av kontinuerliga
funktioner s2&r f kontinuerlig (pAhelaD; alltsd), vidare & f deriverbari (- ¥,0)E (0,2), ty

f & sammansatt av funktioner som & deriverbarai allainre punkter i D¢ . FOr att |&ttare kunna
berdkna gransvardena och derivatan skriver vi om f (andamdsenligt):

i e
1-x(-1+2) X gaxso
- - g_% 1. 20- X" x) {10 X 441 2x
X Xg [1_14[1_2 | —
\/x2 x \/x2 x 1- X d&d x<0

f- (Vi x++41- 2x)°

gobs:\/?:x dd x<0¥ Dettageratt lim f(x)=-3, lim f(x)=4, f saknaralitsd
X® 0-

grénsvéarde d& x gé&r mot 0.Vidare & for x<0 f(x)= = , det ger att

lim f(x)= —\/_ 1- V2, linjen y=1- /2 & altshasymptot dAx® -¥ . For x>0 &
X® - ¥

! x+12’\/_{

f¢x) = 2/1- x \2J_x 2L 2x) 1 >0,
(\/ﬁh/l- 2x) 241 x+/1- 2x(\/1- X ++/1- 2x)2

ochfor x<0 & darmed f€x)<0 (minustecken!). Dettavisar att f(L)=1 & f :sstorstavarde

och so.m.v. ger att f antar allavarden (strangt) mellan 1- /2 och -1 ochmellan 1 och 1.

Darmed har vi bestamt Vy = (- 4,1- v2) & (4,1, J
[obs: 1- v2>-10 3>2420 9>8]. Grafen: '
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Den hér uppgiften (vp4) lampar sig utmérkt for 1anga larorika diskussioner. Ta den riktigt pa allvar.
Den innehdller for det forsta en massa fragor, t.ex. (uppgl) af kontinuerlig? Aha, kontinuerlig i
varje punkt i sin definitionsmangd, och den & ju hela N ; det blir troligtvis olika motiveringar for
X1 0 resp x=0, sak ssmmafor deriverbar och for kontinuitet av f ¢; men for att seom f &r

deriverbar i O hjalper det inte att betrakta f ¢ (varfor inte??), utan vad maste goras?

For det andrainnehdler den utover nyttiga rakningar och deriveringar traning att framstélla
dinatanker, att formulera, att skriva ner. | uppg2 inser du troligtvis snabbt hur det ligger till,
men det & inte sA avklart hur du skall visa det (enbart satser som visats visats pa forelés
ningen far anvandas!). Gor en riktigt bra, utférlig 16sning (tentauppgift)!

LAsning av extrauppgift 2 (bevis av fixpunktsatsen)

Askadligt & det val klart: Eftersom f & kontinuerligoch O£ f(x)£1
sibordeva kurvan y = f(x) négonstanskorsalinjen y = X. Ett
strangt bevis for det f&r vi genom att betrakta funktionen g(x) = f(x)- x:
g & kontinuerligpd [0,1] . Om g(0)=0 dler g(1)=0 si&r vi fardiga
(Oeller 1 &r fixpunkt d&); om g(0)* O och g(1)* 0 A& g(0)>0 och
g(1)<0, vardet O ligger altsdmellan vardena g(0) och g(1), enligt
satsen om mellanliggande véarden finns det déet x,1 [0,1] (i Savaverket x,1 (0,1)) dar g antar
véardet O, dvs. f(XO) = Xp- vsv

EXTRAUPPGIFTER

1) L& f(x)=InVx¥ (x>0).
Visaatt f™W(x)=(-)"Ix>"(n- 3! for dla 3£nl IN.

. a shna
2) Visaat —<—— for O<a<b<np.
) b snb P

3) Visaatt for positiva x galler: 2X<x?0 2<x<4 (det ger t.ex. 2° <e?).

4) Visaat f(x)= 12X
X
-1 . 2
och D(f )(2—%) svar: (Oﬁ)jpﬁ%j
5) L& f(x)=arctan(t) dd x* 0 och f(0)=0.
Ar f kontinuerlig? Deriverbar? Har f ¢ ett gransvardeda x gar mot 0?
Ritakurvan y = f(x) med angivandet av asymptoter och konvexitet/konkavitet.

, D¢ =(0,8), & injektiv, bestam vardemangden V, ,
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