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BOOLESK  ALGEBRA  (föreläsningsanteckningar) 
 

DEF.      10 ,,',,,M ⋅+   kallas  BOOLESK ALGEBRA  om  

• M  är en icke tom mängd   
• '  är en unitär operator på  M,  +  och  .  är binära operatorer på  M  
•  0  och  1  är två element i  M  
 

så att följande axiom gäller:  för   Mz,y,x ∈   gäller 
 

A1:  




⋅=⋅
+=+
xyyx

xyyx
                       (kommutativitet) 

A2:  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




+⋅+=⋅+
⋅+⋅=+⋅

zxyxzyx

zxyxzyx
   (distributivitet) 

A3:  




=⋅
=+
xx

xx

1

0
                               (0 resp. 1 är neutralt element för + resp. . ) 

A4:  




=⋅
=+
0
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'xx

'xx
                               (komplementregeln) 

 

Ta gärna med följande regel 
 

          A0:  
( ) ( )
( ) ( )




++=++
⋅⋅=⋅⋅

zyxzyx

zyxzyx
         (associativitet, kan härledas ur A1…A4) 

 

Observera ”dualitetsprincipen: byter man i en giltig sats överallt  
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  så fås igen en giltig sats  (klart, axiomen är ju ”duala”). 

  

EXEMPEL 
 

a) s,f,,,,M ¬∧∨   där  M  är mängden av alla matematiska utsagor, ekvivalenta 

utsagor identifierade,  med t.ex.  21: =f   och  112 : +=s . 

b) ( ) M,/O,,,,MP c∩∪   där  M  är en mängd  (P(M)  är potensmängden). 
 

En viktig binär operator är XOR-operatorn (eller ring summan, eng: Exclusive OR): 
 

DEF.   I en Boolesk algebra  10 ,,',,,M ⋅+   definieras för  Myx ∈, :    

           yxyxyx ⋅′+′⋅=⊕ . 
 

För utsagor  (ex. a) är   QP ⊕    "antingen  P  eller  Q  men ej bägge",  
för mängder (ex. b) är  BABA ∆=⊕    den "symmetriska mängddifferensen". 
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REGLER  (visas på föreläsningen)   
 

I en Boolesk algebra   10 ,,',,,M ⋅+    gäller för   Mzyx ∈,, : 
 

1)  




=⋅
=+
xxx

xxx
          (idempotenslagarna)          2)  





=⋅
=+

00

11

x

x
          (dominanslagarna) 

3)  ( )



=+⋅
=⋅+

xyxx

xyxx
   (absorptionslagarna)          4)  ( ) '0  och  1 xzzxzx =⇒=⋅=+   

5) ( )




=
=

=′
01

   10

'

'
,x'x ( 

�
 är idempotent)               6)  

( )
( )





′+′=′⋅

′′=′+

yxyx

yxyx
    (de Morgan). 

 
 

ANMÄRKNINGAR 
 

Att  '  är en unitär operator på  M  innebär att   '  är en avbildning från  M  till  M  som 

ordnar till ett element  Mx ∈   ett entydigt bestämt element  Mx ∈′   





 →

'xx
MM'

a
: . 

 

Att  +, resp.  . , resp. ⊕  är en binär operator på   M   innebär  att   +, resp.  . , resp. ⊕   
är en avbildning från  MM ×   till  M  som ordnar till ett element  ( ) MMyx ×∈,  
(alltså till två element  x,y  ur  M) ett entydigt bestämt element  Myx ∈+   resp.   

Myx ∈⋅   resp.  Myx ∈⊕   
( ) ( ) ( )






 →×⊕→×⋅→×+

⊕⋅+ yxyxyxyxyxyx
MMMMMMMMM

aaa ,,,
:,:,: . 

 

För två mängder  A  och  B  är (den cartesiska) produkten  ( ){ }BbAab,aBA ∈∧∈=× : ,   
dvs.  mängden av alla ordnade par  ( )b,a   där  Aa ∈   och  Bb∈ . 
 

VARNING: Ingen av följande 4 implikationer gäller: 
 





=⇒⋅=⋅
=⇒+=+
zyzxyx

zyzxyx
    resp.   





=⇒=⋅
=⇒=+
1

0

yxyx

yxyx
. 

 

Enkla motexempel fås i en mängdalgebra ( jmf. uppg. 11 i MA):   
För  { } { } { } { }1323121 ==== D,,C,,B,,A ,  ( )( )NIPD,C,B,A ∈   gäller 

{ }321 ,,CABA =∪=∪   men  CB ≠ ,  { }1=∩=∩ DABA    men  DB ≠ , 
ADA =∪   men  /OD ≠    och   DAD =∩    men  NIA ≠   . 

OBS: det räcker att vederlägga två implikationer, vilka och varför? 
 

Däremot gäller för  ⊕   strykningslagen:   zyzxyx =⇔⊕=⊕ . 
   


