BOOLESK ALGEBRA (foreldsningsanteckningar)

DEF. <M,+,>§' ,O,1> kallas BOOLESK ALGEBRA om
M & en icke tom mangd
' & en unitdr operator pa M, + och * & binédra operatorer pa M
0 och 1 &artvaelementi M
saatt foljance axiom géller: for x,y,z1 M géler

iIX+y=y+x

Al j (kommutativitet)
TXXYy=YyXxX
i +2z)= +

pz: Y +2)=(09)+ (x00) (distributivitet)
px+(yx)=(x+y){x+2)
iXx+0=x . ..

A3 (Oresp. 1 &r neutralt element for + resp. *)
TXA =X

A4: px+x=1 (komplementregeln)

' } x>xX =0 P =
Tagarnamed fdljande regel
ao: HY2)=(09) (associativitet, kan hérledas ur A1L...A4)

Ix+(y+2)=(x+y)+z
Observera” dualitetsprincipen: byter man i en giltig sats Overallt
1+ mot X

[xmot +{ <A f&sigen en giltig sats (klart, axiomen & ju " duala’).
I y

{0 mot 13

{1 mot Op

EXEMPEL

a) (M,U,U@,f,s) dar M & mangden av allamatematiska utsagor, ekvivalenta
utsagor identifierade, medt.ex. f:1=2 och s:2=1+1.

b) <P(M),E C.50 ,M> dar M & enmangd (P(M) & potensmangden).

En viktig bindr operator & XOR-operatorn (eller ring summan, eng: Exclusive OR):

DEF. |enBoolesk algebra (M,+,x',0,1) definierasfor x,yl M:
XAy = xxyt+ xtxy.

For utsagor (ex.a) & PAQ "antingen P eller Q men g bagge'",
for mangder (ex. b) & AA B= ADB den "symmetriska mangddifferensen".
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REGLER (visas paforelasningen)
| en Boolesk algebra (M ,+,x',0,1) gélerfor x,y,zl M:

IX+X=X |x11

1) : o= X (idempotenslagarna) 2) . O0=0 (dominanslagarna)
3) XXy =X (absorptionslagarna) 4) (x+z=1och xxz=0)p z=x
Do{x+y) =
i ¢
0=1 [ =x¢¢
5) (x )¢ X, i (7 & idempotent) 6) 1.'(X+ V)= x§ (de Morgan).
11=0 f(x xy)¢: XG+ y¢

ANMARKNINGAR

Att ' & en unitér operator pA M innebér att ' & en avbildning fran M till M som

ordnar till ett element x1 M ett entydigt bestamt element xd M ?:M @M
X=X g

Att +,resp. , resp. A & en binar operator pA M innebar att +, resp. , resp. A
& en avbildning frén M~ M till M som ordnar till ett element (x,y)T M~ M
(altsatill tvAelementx,y ur M) ett entydigt bestamt element x+yT M resp.

xxyl M resp. xA yT M §+M M®M,xM M®M,A:M M® M2

> x+y (xy) > xy (xy) » xAy @

For tvmangder A och B & (den cartesiska) produkten A” B={(a,b):al AUbI B},
dvs. mangden av alaordnadepar (a,b) dar al A och bl B.

VARNING: Ingen av fdljande 4 implikationer géller:

iXty=x+zb y=z iX+ty=xb y=0

i z resp. {0 s

TXXy=XXZpb y=2 ixxy=xpb y=1

Enkla motexempel fasi en méangdalgebra ( jmf. uppg. 11i MA):

For A={1,2},B={1,3},c={2,3},D={1}, (AB,C,DT P(IN)) géler
AEB=AEC={1,2,3} men B: C, ACB=ACD={1} men B! D,

AED=A men D1 ® och DCA=D men Al IN .
OBS: det racker att vederlagga tvaimplikationer, vilka och varfor?

Daremot galler for A strykningsagen: xA y=xAz0 y=z.
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