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EXTRAUPPGIFT 3  (tillämpning av derivata, trigon. fkt.) 
1) Låt ( ) ( ) 00  och0för  

3

73 =>++= fx
x

x

xsin
xlnxxf . Visa att  f  är kontinuerlig   

på  [ )∞,0 . Visa att  f  är injektiv på  [ )∞,1 .  Är  f  injektiv i intervallet  (0,1) ? 
 

2) ( )




=

≠
=

0då      0

0då  12

x,

x,cosx
xf x . 

a)  Är   f   kontinuerlig?  Är   f   deriverbar?  Är  f ′   kontinuerlig?  

b)  Visa att   f   är injektiv på    [ )∞π ,2    och beräkna   ( )( )22
91

π

−fD . 

c)  Visa att   f   är strängt konvex på   [ )∞π ,2 . 
 

3) Visa att    
a

b

a

b
<

sin

sin
    för    0 < < <a b π . 

 

4) Visa att för positiva  x  gäller:     422 2 <<⇔< xxx    (det ger t.ex. 22 ee < ). 
 

5) Visa att  ( ) ( )20
1 π=

−
= ,D,

x

xcos
xf f ,  är injektiv, bestäm värdemängden  V f ,  

och   ( )( )π
−

2
31fD .                                                                      svar:  ( ) ( )0 2 2 3

9 3

2

, ,π
π

π−
 

                                                                        

6) Låt  ( ) ( )xarctanxf 1=   då   0≠x    och  ( ) 00 =f . 

Är   f   kontinuerlig?  Deriverbar?  Har   f ′   ett gränsvärde då   x  går mot  0?  
Rita kurvan  ( )xfy =    med angivandet av asymptoter och konvexitet/konkavitet. 
 

     [Uppg. 1) och 2) får du lösningar till]  

 
Lösningsförslag till extrauppgift 1.1a) 
 

Det var ett "om och endast om" påstående (en ekvivalens av två utsagor), det bästa  
är att visa dem två implikationerna var för sig. Jag skriver  xy   i.st.f.  yx ⋅ : 
 

"" ⇒ : Om  yxyx ⊕=+  gäller,  så är  0=xy : 
           bev: yxyx ⊕=+ ( ) ( ) 0=⇒′=⇒′=+⇒′+′=+⇒ xyyxxyxxyxyxyxxyxx   
                                               (vi utnyttjade xxyx,xx,xxx =+=′= 0 )                   vsv 
 

"" ⇐ : Om  0=xy  gäller, så är  yxyx ⊕=+ : 
           bev: ( ) ( ) xyyxxyyxyxxyxxyyyxyxxy ′+′=′++′+=′++′+=+⇒= 0   
                                                (vi utnyttjade xx,xx ==′+ 11 )                                 vsv 
 

Ett annat (naja, mycket liknande) bevis får du med identiteten  (visat på föreläsningen!) 

                               ( )( )′+=⊕ xyyxyx :              
 

"" ⇒ : ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

0

0

=⇒⊕=+⇒⊕=+
=′+==+=

xyxyyxxyyxyxyx

xyxyyxxyyxxy
4342143421     vsv 

 

"" ⇐ : ( )( ) ( ) yxyxxyyxyxxy +=′+=′+=⊕⇒= 00             vsv 
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



 <−= !0då       :obs 2 xxx

Anm: på föreläsningen har vi visat identiteten  xyyxyx +⊕=+   (som är ganska  
         självklar för utsagor och för mängder, se uppg. 12g i MA); det ger direkt "" ⇐ ! 

 
Bevis av "strykningslagen"    zyzxyx =⇔⊕=⊕ : 
 

""⇐ : trivialt 
 

zxzxyxyxzxyx ′+′=′+′⇔⊕=⊕⇒ :"" ,  multiplikation med   xx ′  resp.    ger 
          ( ) zxyx ′=′∗    och   zxyx ′=′ .  

          Därmed kan vi nu visa att  1=′+ yz   och   0=′yz , regel 4  ger då att  zy ′=′ :             
          

         
.1

][][ 1  medra multiplice

=′+=′′+′+′+=

=∗=′′+′+′+==′+ ′+=

xxxyzxyxzx

xyxyxzzxyz xx
  

                              

        0][][   medra multiplice =′′+′=∗=′′+′==′ ′+ yyxzzxyxzyzxyz xx .        vsv 

 
Lösningsförslag till extrauppgift 2.1) 
 

{ } ( ) ( ]2
1001210: ,,xxxxD f ∪∞−=≤∧≤∧≠= . Eftersom  f  är sammansatt av kontinuerliga 

funktioner så  är  f  kontinuerlig (på  hela fD  !), vidare är  f  deriverbar i ( ) ( )2
100 ,, ∪∞− , ty 

 f  är sammansatt av funktioner som är deriverbara i alla inre punkter i fD . För att lättare kunna 

beräkna gränsvärdena och derivatan skriver vi om  f  (ändamå lsenligt):   

( )
( )

=
−+−

+−−
=





 −−−−=

xxxx

xx
xxxx

x
xxf

2111

21
2111

22

22

1
1

( )








<
−+−−

−

>
−+−

−

0då   
211

1

0då   
211

1

x,
xx

x

x,
xx

x

.   

 

Detta ger att  ( ) ( ) 2
1

02
1

0
=−=

+→−→
xflim,xflim

xx
,   f   saknar alltså   

gränsvärde då   x  gå r mot 0. Vidare är för  0<x   ( )

1

2
1

21

1

1

1

1

1

1

+−

+−
−

−
+

−
=

+

−
=

x

xx
x

xf ,  det ger att  

( ) 21
21

1
−=

+
−

=
−∞→

xflim
x

, linjen  21−=y   är alltså  asymptot då   −∞→x . För  0>x  är 

( )
( ) ( )

( ) ( )
0

2112112

1

211

1

22
212

2
12
1

12
211

>
−+−−−

=
−+−

+−−
=′ −

−
−

−
−

−+−−

xxxxxx

x
xf xxx

xx

,  

och för 0<x  är då  ( ) 0<′ xf  (minustecken!). Detta visar att  ( ) 12
1 =f  är f :s största värde  

och  s.o.m.v. ger att f  antar alla värden mellan  21−  och  2
1−   och mellan  2

1  och  1. 

Därmed har vi bestämt   ( ) ( ]121 2
1

2
1 ,,V f ∪−−=         

[obs: 8922321 2
1 >⇔>⇔−>− ].   

                                                                                                                                                                                                                                                                               
 
 


