matem. met. E1, del A (01) extrauppgifter och repetitionsfragor

EXTRAUPPGIFT 3 (tillampning av derivata, trigon. fkt.)

1) L& f(x):&|n%+¥+7—f for x>0 och f(0)=0.Visaatt f & kontinuerlig
X
pa [0,¥). Visaatt f & injektiv pd [1,¥). Ar f injektivi intervallet (0,1) ?

2 f(x):‘:,xzcos%,dé X0
70, da x=0

a) Ar f kontinuerlig? Ar f deriverbar? Ar f¢ kontinuerlig?
b) Visaatt f arinjektivpa [2,¥) ochberzkna D(f *)i%).
C) Visaat f & stréngt konvex pa [2,¥).

a _dgna

3) Visaatt —<—— for O<a<b<p.
b snb

4) Visaatt for positiva x galer:  2°<x?* 0 2<x<4 (detgertex. 2% <e?).

5) Visaat  f(x) =1 0%X

, D; =(0,8), & injektiv, bestam vardemangden V, ,

och DIf 1)(2—%) svar: (0,2), 5%

6) L& f(x)=arctan() d& x* 0 och f(0)=0.
Ar f kontinuerlig? Deriverbar? Har f ¢ ett gransvardeda x gar mot 0?
Ritakurvan y = f(x) med angivandet av asymptoter och konvexitet/konkavitet.

[Uppg. 1) och 2) fé&r du lésningar till]

Losningsforslag till extrauppgift 11a)

Det var ett "om och endast om" pastaende (en ekvivalens av tva utsagor), det basta
ar att visadem tvaimplikationernavar for sig. Jag skriver xy i.st.f. xxy:

"P":0Om x+y=xAy gdler, sd& xy=0:
bev: Xx+y=xA yb x(x+y)=x(x§+xydb x+xy=xytb x=xytb xy=0
(vi utnyttjade xx = x,xx¢=0, X + Xy = X) VsV
"U":0m xy=0 gédler,sd& x+y=xAy:
bev: xy =0P x+y=x(y+yd+ y(x+x§ = xy+xyC+ yx + yx¢= xy¢+ yxd
(vi utnyttjade x + x¢=1, x1=X) VsV
Ett annat (naja, mycket liknande) bevis far du med identiteten (visd paforelasningen)
q
xAy=(x+y)y)"
b x+y=xAyp (x+y)xy)=(xA y)xy)P xy=0 vsv

=Xy +yXExXy =(x+y)(xy)(xy)=0

"0y =0p xAy=(x+y)) = (x ey xty e
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Anm: pa forelsningen har vi visat identiteten X+ y = XA y+xy (som & ganska
sidvklar fér utsagor och fér mangder, se uppg. 12g i MA); det ger direkt " U™ !

Bevisav "strykningslagen” xAy=xAzU0 y=z:
"U": trivialt
"P": xA y=xAzU0 xyt+x@ = xz¢+ x&, multiplikationmed x resp. x¢ ger
(*) xy¢=xz¢ och x§ =x&.
Déarmed kanvi nuvisaatt z+y¢=1 och zy¢=0, regel 4 ger daatt y¢= z¢;
z+ yC=[multipliceramed 1= x + xq = zx + zx¢+ y& + y&C=[*] =
= X+ X + xzC+ y&e= x + xC=1.
zyC=[multipliceramed x + x4 = 2xy ¢+ zx§¢=[*] = zxzC+ xGy¢=0. VsV

Losningsforslag till extrauppgift 2.1)
D¢ ={x:x* OUx£1U2x£L=(- ¥ ,0)E (0%] Eftersom f & sammansatt av kontinuerliga
funktioner & & f kontinuerlig (P& helaD; 1), vidare & f deriverbar i (- ¥,0)E (0,2), ty

f & sammansatt av funktioner som &r deriverbarai allainre punkter i D¢ . For att |&ttare kunna
berdkna gransvardena och derivatan skriver vi om f (andamalsenligt):

i VI x ]
(=T g3 1- [5-29= VX 1+2) iy @0

da x<0

]
|
|
i
f- (x/l X +/1- 2x)

€obs: Vx? =-x d& x<0Y Dettageratt lim f(x)=-3, lim f(x)=1, f ssknardltsd
e ) x® 0- X® 0+
-1 -1
1-2 1
1+\/1_XX 1+\/ X+2

141
X

gransvérde da x gar mot 0.Vidare & for x<0 f(x)=

, det ger att

lim f(x)= —\/_ 1- /2, linjen y=1- +/2 & altsi asymptot dd x® - ¥ . For x>0 &
X® - ¥

! - X+4/1- 2x , / {
féx)= 2/1- x \2J_x 2L 2x) 1

(\/ﬁh/l- 2x) 241 x+/1- 2x(\/1- X ++/1- 2x)2

ochfor x<0 & da f¢x)<0 (minustecken!). Detta visar att f(%):l a f :sstorstavarde

>0,

och so.m.v. ger att f antar alavérden mellan 1- ¥2 och - 1 ochmelan 1 och 1.
Darmed har vi bestamt V¢ = (- 4,1- v2)& (4,1 v,
[obs 1- v2>-10 3>2/20 9>8].

-0.5
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