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Ldsningar till tentamen 8/9-2001, E1

Greger Cronquist

1. (a) Bestam samtliga rotter till ekvationen (z% 4 5z + 6) (2% 4 3z + 5) = 0.

Losning Vi kan skriva om ekvationen som p(z)q(z) = 0 med p(x) = 22 + 5z + 6
och g(x) = 2+ 3z +5, s vi far samtliga rétter genom att 16sa p(x) = 0 resp. ¢(z) = 0
var for sig:

p(r)=0 & 2*+52+6=0 < (r+5/2)?—-25/4+6=0

& (r+5/2*=1/4 = x19=+1/2-5/2

¢z)=0 o 2243x+5=0 & (z+3/2?-9/44+5=0

& (243/2)2=-11/4 = a34==+iV11/2-3/2

Sa svaret blir alltsa att|z; = —3, xo = =2, 234 = (3 1V11)/2|

(b) Forenkla (s& langt som mojligt) uttycket
=) =)
r—y Tty Tr—y

Losning  Sétt pa gemensamma brakstreck och forenkla:

(z4y)?—(z—y)? 2?2 2zy+y® —x? 22y —y>

@)ty _ (@=y)(e+y) _ dzy roy |4
ey g @+y)z-y) y Tty

(c) Sok reella losningar till ekvationen In(2z + 1) = 1.

Losning  Exponentierar man bada leden far man

—1
Pl —el —e o wp4l=e <« g ="

vilket dr en 16sning eftersom (e — 1) > —1/2.

(d) Berdkna tan(2x), om tanx = 3.

Losning  Vikan att formeln for tangens av dubbla vinkeln &r

tan(2z) sin(2z) 2sin x cos 2tan(x)
an(2x) = =
cos(2z)  cos?z — sin?

r 1—tan?z’

(dar vi dividerade med cos? z i sista ledet) s& tan(2x) = (2-3)/(1 — 32) = .



2. Sok reella 16sningar till ekvationen

(a)

(b)

In(x +2) +In(z + 3) = In(z + 4)

LOosning  Vinoterar forst att om vi hittar en 16sning maste = > —2 gélla for att den
skall kunna vara korrekt eftersom definitionsméangden till In z dr z > 0. Med hjalp
av logaritmlagarna, kan vi omforma ekvationen till

Exponentiering ger nu att

(x4 2)(x +3)

=1 & 22452+46=2+44 & 22+4x+2=0,
xr+4

sdxio=—-2+V4-2=-2=% V2. Eftersom x maste vara strikt storre dn —2, sa far

vi slénga ena roten, och enbart|z = —2 4 V2| 4r en l6sning till ekvationen.

Vr+2++Vr+3=+2x+09.

Losning  Kvadrera ett par ganger, och observera att x > —2 maste gélla for att det
forsta rotuttrycket skall vara giltigt (vilket dr det strangaste kravet).

Ve+24+Vz+3=v22+9
= (Vr+2+ Vo +3)? = (V22 +9)>
& 424243+ 2/(x+2)(x+3)=22+9
& 2y (x +2)(x +3) =4
= (x+2)(x+3) =4 & 2%+ 5z +2 =0,

sa vi far rotterna x1 9 = —5/2 £ 1/25/4 — 2 = (=5 £+ +/17)/2. Hér maste vi slanga
den minsta av rotterna och svaret blir att| z = (=5 + V17)/2|.

3. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan y = /223 + 322 + 42 — 1 i
den punkt pa kurvan, dar « = 1.

Losning Narzg = lharviattyg = /2+3+4—1 = /8 = 2. Eftersom tangentens
ekvation &r

y —yo = f'(x0)(z — x0)

behover vi f’(z). Forst kan vi berdkna derivatan med hjélp av kedjeregeln, dér vi noterar
att (¢/z) = (21/3) = —1/327%/32"

Fla) = 622 + 62 + 4 _6x2+6x—|—4
©3(322 — 4z +5)2/3 3y? ’



s& f(xg) = S5+ = 4/3, och vi far tangentens ekvation till

3.2
4
y—2:§(x—1) & 4o — 3y = -2

Normalen far vi sen som —3z—4y = cdar ¢ = —3(1) —4(2) = —11, sd normalens ekvation
ar|3z + 4y = 11|

. For vilka reella tal z géller att £t2 < 32+27

2c+1 — 2x+43°

Losning  Flytta dver allt till hogerledet, sdtt pa gemensamt brakstreck och faktorisera:

3r+2 x+2  (Bzx+2)2r+1)—(r+2)(2x+3)

204+3 2r+1 (22 + 3)(2z + 1)
6+ Tz +2— (2024 Tx +6) 4% — 4 Az +1)(x—1) — R(z) > 0
B (2x + 3)(2z + 1) (22 +3)2z+1) (20 +3)2r+1) -

Vi kan nu gora upp en teckentabell (teckenvixlingar dd = = —3/2, -1, -1/2,1)

r<-=3/2|xz=-3/2| 32<zx<—-1l|lz=—-1]|—-1<z<-1/2|2=-1/2
1/(2x + 3) - odef + + + +
r+1 - - - 0 + +
1/(2z+1) — - - - - odef
z—1 - - - - - -
‘ R(z) | + | odef | — | 0 | + | odef
—12<z<l|z=1|z>1
1/(2z + 3) n n +
r+1 + + +
1/2z + 1) i n n
x—1 — 0 +
[ R@ [ - [ 0o [ + |

4

Sa vi ser (dar R(xz) > 0) att olikheten uppfylls da ‘x < -3/2
=)

. Bestam alla vinklar mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen 2 sin z + 6 cos x = +/30.

—1<z< —1/2‘ eller

Losning  Vihar, enligt additionsformeln for sinus (csin(z+a) = ccos asin z+csin v cos x),
att

csin(z +a) =2,
cCos @ =2,

csin o = 6,



sa vinkeln o maste ligga i den forsta kvadranten (0° < o < 90°). Vi rdknar forst ut ¢ med
Pythagoras sats till ¢ = /22 + 62 = V40 = 2v/10. Vi har ocksa att tana = g = 3,84
a ~ 71.6°. Kvar har vi nu att 16sa

2V/10sin(z + o) = V30 <« sin(z + a) = ﬁ

2
60° + 360° - nq
=T+ o= s
180° — (60°) + 360° - 1y

dér vi utnyttjade 30-60-90-triangeln for att 16sa ekvationen. Sa z; =~ 60° — 71.6° + 360° =
348.4° | och x5 ~ 180° — 60° — 71.6° = |48.4° ]

. Bestdm konstanten K, sd att cirkeln 22 + y?> = 62 — 8y + 4K tangerar cirkeln 22 + y? =
2z + 4y.

Losning Los ut  som funktion av y och K i ekvationerna ovan, och hitta sedan K sa
att vi far en dubbelrot i y. Vi vill alltsa forst 16sa

2?24+ y* =6x—8y+4K
>+ =2+ 4y

Subtraherar vi den andra cirkeln fran den forsta far vi
4y — (2P +9?) =62 —8y+4K — 2z +4y) < 4dr—12y+4K =0,
sa x = 3y — K. Sétter vi in detta i ekvationen for den andra cirkeln far vi nu

By —K)*+y* =203y — K) +4y
& K%+ 9y* — 6Ky +y* = 6u — 2K + 4y
& 10y — (10 + 6K )y + K* + 2K =0

sa

_3K+5 \/(3K+5)2  10K? + 20K
Y127 70 100 100

Vi far en dubbelrot nér uttrycket under roten dr noll, dvs.

(3K +5)*  10K?+ 20K
100 100
& 9K? + 30K + 25 = 10K? + 20K

=N K? — 10K — 25 =0,

varfor K19 =5+ /50 = |5+ 52|,




/. Rita (i sina huvuddrag) kurvan y = x%“—il med angivande av (lokala) maxima och minima
samt asymptoter.

Losning Vi borjar med att gora ett par omskrivningar av funktionen vi skall rita:

a3 4z

NN=y=-— =+ —.
== e " e e
Vi ser ur detta att nar x — +2 sa |y| — oo, vilket betyder att f(z) har lodrédta asymptoter
ndr = +2. Vi ser ocksa att f(x) ~ x ndr x — $o0, sd det finns inga vagrata asymptoter,
ddremot maste y = x vara en sned asymptot (eftersom f(z) beter sig som z nér x &r
tillrackligt stort).

Dé var asymptoterna utredda, kvar d&r maxima och minima. Vi deriverar f(x) och far
(enligt deriveringsregeln for division) att

_ 322(2? —4) — 2z(23) 2t — 1222 2%(z +2V3)(xz — 2V3)

="  “wap- @

s& vi har stationdra punkter nédr z = 0 och z = 4-2/3. En liten tabell 4r p4 sin plats.

<23 <] 2| <|0|<] 2 | <|2/3]<
f/(x) + 0 — |odef | — | 0| — | odef | — 0 +
flx) | /] =33 [\, |odef |\,|0]\ |odef |\, |3V3]| ~

Vi har alltsd ett maximum vid z = —2/3, en sadelpunkt vid =z = 2v/3 och ett minimum
vid x = —2+/3. Se figur 1 for en graf.
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Figur 1: Kurvany = 2%/(2? — 4) i uppgift 7.



8. Undersok om polynomet z1%%0 + 250 4 1 4r delbart med polynomet 22 + x + 1.

Losning Vi vill férsdka anvinda faktorsatsen, som siger att p(z) = 21090 4 2500 + 1 &r
delbart med x — x1 om p(z1) = 0. Sdom q(z) = 2> + x + 1 = (v — 21)(z — x2) vill vi att
p(x1) = p(x2) = 0. For att gora detta, utnyttjar vi faktoriseringslagen

a® =% = (a —b)(a® + ab + b?)
meda=xochb=1,sdattz® 1% = (z —1)(z? + 2+ 1) = r(x). Dvs. vi far, om = # 1, att
2 _ 3_1_
+z+1=0 & z°—1=0

dvs. 23 = 1. Tag nu nollstéllena till ¢(z), ¥1 och x9. Det giller tydligen att 23 = 23 = 1. Vi
kan nu férsoka undersoka huruvida p(z1) = p(z2) = 0 genom att helt enkelt rakna:

p(zy) = 21000 1 £500 4 1 = 333341 4 166342 | _ (33)333 5 4 (;3)166 42 4 g
-1 =1
=z + 22+ 1=q(x)=0.

P4 exakt samma sétt far vi att p(x2) = 0, sd enligt faktorsatsen &r p(z) = 2190 + 2590 + 1
delbart med q(z) = 22 + 2 + 1.



