Matematiska metoder E1, del A, 2003, BOOLESK ALGEBRA

Forelasningsanteckningar och 6vningar till
logik — mangdlara — Boolesk algebra

| kursen matematiska metoder, del A (TMAO042) behandlar vi i lv 2 logik,
mangdlara och Boolesk algebra. | satsogik och méngdalgebra, tva exempel pa
Boolesk algebra, infors grundbegrepp som anvands sedan i allt kommande; Boolesk
algebratilldmpas aven i parallellkursen digital- och datorteknik.

Dessa forel asningsanteckningar innehaller kortfattat det vi gar igenom Iv 2 samt
ovningar. De kompletterar kap. 0 och appendix B i Persson/Boiers (Analysi en
variabel) och avsn. 3.1-3.4 i Johnson/Larsson/Arebrink (Grundldggande digital- och
datorteknik). De skall underl&tta inlarningen, men ingalunda ersétta forel asningarna.
Fler och utférliga exempel samt bevis gors pa forelasningarna.

1. Satslogik

Vi skall forsoka att skapa ett entydigt (vetenskapligt) sprak med hjalp av
vardagssvenskan genom att infora strangt definierade termer (s.k. facktermer,
grundbegrepp) och "operatorer” for att generera nyatermer.

1.1 UTSAGOR

DEF: En MATEMATISK UTSAGA & en utsaga som & antingen sann eller falsk
("tertium non datur") och vars sanningshalt kan avgoras pa ett objektivt satt.

[DEFINITION é&r ett fastsdldende vad ett visst begrepp skall betydd.

EX: Betraktaféljande uttryck:

JAI1+2=3 i D: det regnar
1B:1+2=5  och E: 20034 ett stort tal .
{c: 2<3 fF: «a

F & inteenutsaga; A —E & utsagor, men D och E & inte matematiska utsagor
(sanningshalten kan g avgoras objektivt); A—C & matematiska utsagor: A och
C & sanna, B & falsk; vi accepterar har redan begrepp som 1,2,35,+,< mm.

EX: Forvarjereditta x & A(x):2x=5 en matematisk utsaga, ty for varje redllt
tal x kandet avgbrasom A(x) & sanneller fask (t. ex. & A(2) falsk,
A(3) sann. A(x) kallas "6ppen utsaga' ty deninnehdller en fri variabel x,
som maste deklareras ("x reellt tal").
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12

LOGISKA OPERATORER

Med hjélp av logiska operatorer kan vi bilda nya matematiska utsagor:

dvs.: om P och Q & matematiska utsagor sa skall
aven PUQ,PUQ,@P,PP Q och PU Q

Vi definierar dessa utsagor genom att ange
sanningsvardet for alla mdjliga sanningsvarden

symbol |l&s namn
U och (and) | konjunktion
U |eller (or) fdigunktion vara matematiska utsagor.
%) icke (not) | negation
p medfor implikation
U ekvivaent | ekvivalens pa P och Q:

Vi skriver O (eller f) for "falsk™ och 1 (eller s) for “sann”:

P|Q| PUQ PUQ|PP Q|PU Q|gP
0[0] O 0 1 1 1
Of1] O 1 1 0 1
1]10] O 1 0 0 0
1]1 1 1 1 1 0

Komplicerade utsagor kan ofta forenklas med hjap av regler ("formler"), dvs. erséttas
med ekvivalenta, enklare utsagor. Tva utsagor & ekvivalenta om de har samma
sanningstabell (dvs. samma sanningsvérde for alla mojliga sanningsvarden av alla

ingdende utsagor):

SATS:

For matematiska utsagor P, Q, R géller:

1. (PO QU (PP QU@QP P)).
2. (PP Q)U ((BP)UQ).
3. (BwP)U P
4. Pb (QP P).
5 (@Q)p (@P))P (PP Q).
6. (PP (QP R)P (PP Q)P (PP R)).
. 138 (8(PUQ)) U ((BP)U(2Q))
f deMorg L) (@(PUQ) O ((2P) U(@Q))
.18 (PUQUR))U ((PUQ)U(PUR))
8. distributivitet: {b)( U( R)) ((PUQ) (P UR))'
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2. Mangdalgebra

21 MANGDER

Den "naiva mangdléran” skapades av Cantor. Han definierade (1895)

"En MANGD M & en sammanfattning av bestamda objekt, verkliga eller tankta, som
kallas ELEMENT | M, till en enhet." Vi lagger till:

Det maste pa ett objektivt sétt kunna avgoras om ett x ar elementi M éller inte.
Denna grundléggande "elementrelation” betecknas med | :

DEF: Viskriver xI M om x & elementi M (x tillhor M, x liggeri M...)
och xI M om x g & elementi M.

Vi betraktar hér endast mangder som &r definierade genom en matematisk utsaga och
dérmed valdefinierade. FOr en Oppen matematisk utsaga P sétter vi

S, ={x: P(x) & sann} ={x: P(x)} = mangden av dla x sddanaatt P(x) & sann.
S, kallas"sanningsmangden till P*, { och } kallas"mangdparenteser”.

EX: M ={x:x=1Ux=2Ux=3}.
Vi skriver kort M ={1,2,3}, dvs. vi skriver helt enkelt upp méngdens elment
mellan méngdparenteserna, om det & mgjligt.

DEF: Vi siger M & en ANDLIG méngd, om antalet elementi M & andligt, och
M & en OANDLIG mangd om antalet elementi M ¢ & andligt.

Viktiga mangder & (och kommer alltid att betecknas s3):

DEF: 0 ={X:X1 X} ccorrrrrrrrrrnn den TOMMA méangden
IN ={1,2,34,} weevvrerrrrerene, de NATURLIGA TALEN (obs: vi tar g med 0)
Z ={01-12-23-3-} ... HELTALEN
Q ={2:mnhelta,n? 0} ... de RATIONELLA TALEN

IR e, de REELLA TALEN

For a,bl IR,a£b infor vi INTERVALL-beteckningarna

[a,b] ={xT IR:a£ x£b}, la,b[={x1 IR:a<x<b},
[a,b[={x] IR:a£ x<b}, la,b]={xT IR:a<x£b},

[a,¥ [={x] IR:a£ X}, la¥ [={x] IR:a<x},

|- ¥,b]={x1 IR:x£b}, ]- ¥,b[={xT IR:x<b}.

Dessa méangder kallas 6ppet intervall resp. slutet intervall resp. halvOoppet
intervall.

OBS: ¥ och - ¥ & inteelementi IR (intereellatal)!
For al IR gdller [a,a]={a}, ]a,a[=0,]- ¥, ¥[=IR.
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2.2 MANGDOPERATORER

Vi Oversétter nu operatorerna U,U,P ,U ,@ mellan utsagor till operatorer mellan mangder.
Vi ténker oss att alla x ligger i en grundméngd U (“universum'), t.ex. U = IR.

DEF:  FOrmangder A, B definieras (A=S;,B=S,, P,Q matematiska utsagor)

1. E (union): AE B={x:xI AUxI B} (S =S ES)

2. C (snitt): ACB={x:xI AUxI B} (Sw=5C%)
3.1 (demangd): (AT B)U ((xT A)p (xT B)) (P(x)Pp Q(x), xT U)
4. = (likhet): (A=B)U ((xT A)U (xI B)) (P(x) U Q(x),xT U)
5. ¢ (komplement): A° ={x:xI A} (S =(Sp)°).

Vidare skrivervi  A® B for @(A=B)
och Al B (aktadelmangd) for (Al B)U(A! B).

EX: a) {123 ={231={1,2213312 osv.
(det spelar ingen roll hur vi skriver upp en mangd).
b) Z=INE{- n:nl IN}JE{O}.
o (]-¥,0)=]0¥[ (U=IR).
d) 0 Nl ZI| @l IR (sistainklusionen skall vi visasnart).

Det underléttar mycket att askadliggéra mangder som punktmangder i planet
(Venndiagram efter den brittiske logikern John Venn, 1834-1923), se forel&sningen.

Vi definierar nu ytterligare négra operatorer som vi kommer att ha nytta av:

DEF: For tvaméangder A, B definierar vi
a) MANGDDIFFERENSEN \:
A\B ={x:x1 AUxI B} (ala xsomliggeri A menintei B)
b) den SYMMETRISKA MANGDDIFFERENSEN A:
ADB = (A\B)E ( B\ A).
For mangder galler motsvarande regler som for utsagor:

SATS. For mangder AB,C gdller

(A=B)U ((Al B)U(BI A)
B°=U\B, A\B=ACB®

ADB = BDA

ADB = (AE B)\ (AC B)

de Morgan: ‘:,a) (AEB) =A C; B
ib) (ACB)° =A°EB°®

j8d AC(BEC)=(ACB)E(ACC)
1b) AE(BCC)=(AEB)C(AEC)’

How D P

o

6. distributivitet:
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Regel 4 visar att den operator for utsagor som motsvarar A, & XOR (exclusive or):
(P XORQ)U ((PUQ)U(E(PUQ))) U ((PU(BQ))U(QU(2P))), altsa
"antingen P eller Q men g bagge' (P och Q tvamatematiska utsagor).

Till sist konstruerar vi tva nya, viktiga mangder:

DEF: La M,N varatva mangder.

1. Mangden P(M)={A: Al M} = méngden av alladelmangder till M kallas
POTENSMANGDEN AV M.

2. Méangden M~ N ={(mn):mi M Uni N} =méngden av alla"ordnade par"
(mn) med mi M och nl N kallas
CARTESISKA MANGDPRODUKTEN AV M och N.

EX: a) Alltidgédler 01 P(M) och MT P(M) (M en mangd).
b) IR" IR={(x,y):xT IRUyT IR} & "planet", betecknas IR’.

Dakan vi definiera"relation" och, somspeciell relation, "funktion”:

DEF: L& M, N varatva mangder.

1. Endeméngd Ri M~ N kalasRELATION FRAN M TILL N,
enrelation RI M~ M kallas (BINAR) RELATION | M.
D ={x1 M :detfinnsyl Nsdatt(x,y)l R} kalas DEFINITIONSMANGD,

Ve ={yT N:detfinnsxT M sdatt(x,y)I R} kallasVARDEMANGD (till R).
Vi skriver &ven xRy for (x,y)T R ("ystérirelation R till x").

2. Enrelation fi1 M” N kalas FUNKTION FRAN M TILL N om f &
"hoger- entydig”, dvs.omfor xI M,y,T N,y,T N géler
((xfy,) U(xfy,)) b (y, =Y,). | safal finnsdet till varje x i f:s definitionsmangd
precisett y i f:svérdeméngd som star i relation f till x, dvs. vi kanse f somen
tillordning f : x+— y som ordnar till varje xI D, ett entydigt bestamt yl V,;
for att framhava detta skriver vi y = f(x) ("y & enfunktionav x") i stéllet for
xfy och (vi anvander naot missbrukligt samma symbol f):

f:-M® N

X f(x)

las, " f érepfunktionfrén M till N som ordnar till
ett x| D, elementet y= f(x)I V,".

Observera att vi anvander pilen ® for avbildningen ("f gar franM till N ")
och pilen +— for den elementvisatillordningen ("f ordnar till x bildpunkten
f(x)"). Savaredationen kallasdd GRAFEN TILL f och betecknas G; :

G, ={(x,y)] M" N:xT D, Uy=f(x)}. Enavbildning f:M® M med
D; =M Kkallasé&ven UNITAR OPERATOR PA M, och en avbildning
f:M"M®M med D, =M~ M kalasBINAR OPERATOR PA M.
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EX: a) Ordningsrelationen < pa IR & halvplanet
<={(xy)T IR*:y- x & positivt} IR" IR (rital).

b) Funktionen "kvadrera' skriver vi upp sa hér:
f:IR® IR;harar D, = IR, V, =[0,¥ [, G, ={(x.x?): xT IR} (rital).

X = X

c) Additionen + & avbildningen +: IR” IR® IR .
(X,y) > xt+y

Bindra relationer spelar en viktig roll i t.ex. switchnétteorin; vi ndmner en speciell
relation som goér det mgjligt att dela upp en mangd i "klasser” av element som anses
varalikvéardigai ndgon mening:

DEF: Enrelation ~i M”" M paM kallas

a) REFLEXIV om x~ x foralla xI M.
b) SYMMETRISK om x~yb y~x forala xI M, yl M.

c) TRANSITIVom ((x~y)U(y~2)PbP (x~2z) foradla xi M,yl M,zl M.
d) EKVIVALENSRELATION PA M om ~ & reflexiv, symmetrisk och transitiv.

EX: a) U & enekvivaensrelation pa klassen av alla matenetiska utsagor.
b) = & enekvivalensrelationpd P(M) (M en mangd).

¢) "Modulo-rakning" ger en ekvivaensrelationpd Z: L& pl IN, mI Z, nl Z;
man sager "m & kongruent n modulo p", bet. m° n(mod p),
om m- n=kp forndgotkl Z. "kongruent modulo p" & en ekvivaensrelation

pa Z, tal som ger sammarest vid division med p & ekvivaenta. Ett exempel &
klockan: vi réknar modulo 12.

Satslogik och méngdléara &r tva viktiga, sjalvstandiga matematiska discipliner. Men de
"funkar" pa samma sétt som (&r specialfall av, exempel pa, modeller fér) en mer generell
matematisk struktur (= mangd av vissa objekt med operationer som lyder vissaregler),
namligen en "Boolesk algebra’. Vi skriver operationerna da "algebraiskt". Malet &r att du
l&r dig att r8kna med dessa. | kursen digital- och datorteknik studerar du fysikaliska
modeller (realiseringar) av Booleska algebror.

George Boole (1815-11-02 — 1864-12-08): The Mathematical Analysis of Logic (1847)
An Investigation of The Laws of Thought (1854)
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3. BOOLESK ALGEBRA

DEF: <M,+,>§' ,O,1> kallas BOOLESK ALGEBRA om
M & en icke tom mangd
' & en unitdr operator pa M, + och x &r bindraoperatorer pa M
0 och 1 &artvaelementi M
sdatt foljande axiom gdler: for x,y,z1 M géler

IX+y=y+x o
Al (kommutativitet)
TXXYy=YyXxX
i +2z)= +
pz: Y +2)=(09)+ (x00) (distributivitet)
1x+(yx)=(x+y){x+2)
iXx+0=x 3} .
A3 (Oresp. 1 &r neutralt element for + resp. x)
TXA =X
A4: px+x=1 (komplementregeln)
T oK =0 P =
Ta garna med foljande regel
i X+(y+2z)=(x+y)+
Ao | (y+2)=0ey)*z o odiativitet, kan hirledasur AL..A4)
|

xyxz) = (xxy)xz
Observera "dualitetsprincipen”: byter man i en giltig sats Overallt
i+ mot xj

[*mot +{ <A f&sigen en giltig sats (klart, axiomen & ju " duala’).
+0 mot 7Y
| |

1 mot Op
EX: (Satdogik — mangder)
a) (M,U,U@,f,s) dar M & mangden av alla matematiska utsagor,

ekvivalenta utsagor identifierade, medt.ex. f:1=2 och s:2=1+1.
b) <P(M),E C.°,0 ,|v|> dar M & enmingd (A°=M\A).

En viktig binar operator & XOR-operatorn (eller ring summan) A :

DEF: | en Boolesk algebra (M ,+,x',0,1) definierasfor x,yl M:
XAy = xxyt+ xtxy.
For utsagor (ex. @) & PA Q=P XOR Q (sesid.5),

for mangder (ex. b)) & AA B=ADB (sesid.4).
Regler for A : se 6 3d-3l.
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SATS (REGLER, visas pa forel asningen)
| en Boolesk algebra (M ,+,x',0,1) gélerfor x,y,zl M:

I X+X=X , ix+1=1 _
i (idempotenslagarna) 2. | (dominanslagarna)
T XXX =X 1xx0=0
I X+ XXy =X .
3 (absorptionslagarna) 4. (x+z=1och xxz=0) b z=x
Px{x+y)=x
¢_, 10=1 tx+ )= xge
5 (x)"=x, o 0 (" & idempotent) 6. | (de Morgan).
I =

f(x xy)¢: XG+ y¢

ANMARKNINGAR

Att ' & en unitdr operator pA M innebér att ' & en avbildning fran M till M som

ordnar till ett element x1 M ett entydigt bestamt element xd M g“:l\/l @M
X=X g

Att +, resp. x, resp. A &r en binér operator pA M innebér att +, resp. x, resp. A &
en avbildning fr&n M~ M till M som ordnar till ett dlement (x,y)T M~ M (altsd
till tvdelement x,y ur M) ett entydigt bestamt element x+yT M resp. xxyl M

resp. xA yl M §e+:|v|'|v|® M,xM M®M,A:M" M® M2
(Xy) = xty (Xy) = x¥y (Xy) = xAyg

VARNING: Ingen av foljande 4 implikationer gdler:

iXty=x+zb y=z iX+ty=xb y=0

i _ ~ resp. | y_ =7

TXXy=XxZpb y=12 Pxxy=xp y=1

Enkla motexempel fasi en mangdalgebra:

For A={1,2},B={1,3},c={2,3},D={1}, (AB,C,DT P(IN)) géler

AEB=AEC={1,2,3} men B: C, ACB=ACD={1} men B! D,

AED=A men D1 ® och DCA=D men Al IN.

OBS: det racker att vederlagga tvaimplikationer, vilka och varfor?

For A daremot géler strykningsagen xA y=xA zU y=1z, sed3g.
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OVNINGAR

1. a)
b)

2. Q)

k)
)

Visa (B((x<y)U(y<x))U (x=vy) (xT IR, yT IR).
Bestam sanningsméangdernatill P(x) ochtill Q(x) (xT IR):
P(x): (x>x)U@(x>1), Q(x): (B(x=2))U(Bx- x?=2).
Bestam AE B, AC B, A\B,B\ A och ADB fér A={1234}, B={345.
Bestam AE B, AC B, A\B, B\ A och ADB for A=[-89], B=]- 5¥].
Bestam P(M) for M ={12,3.
Bestam A’ B och B” A for A={12}, B={234}.
Bestdim A" B och B” A for A=[01], B=[-L¥[ (ita).
Forenkla foljande uttryck fér mangder A, B:
f1) A\(B\A), f2)A\(A\B), f3) AE (A\B), f4) AC (A\B),
f5) AE (B\A), f6) AC (B\A), f7)(A\B)E (AC B)E (B\A), f8)(A°C B°)".
L& (M,+,%',0,1) varaen Boolesk algebra, X,y,zl M. Visa
X+y=xU xxy=y,
X + X Xy Xz + Xy €= x + y(,
(x+ y§x(x+z9 = x + yoxz(,
x+y=xAyU xxy=0.
xAy=yAx (kommutativitet).
x{yA z)=(xxy)A (xxz) (distributivitet).
xAy=xAzU0 y=z (strykningslagen).
xA y = (x+y)x{x>y)"
(XA y)+(xxy) = x+y.
(x A y)¢: XGA y = x A yt= xtxyC+ x xy
(xA y){yA z) = xtxy xz+ x xylxz .
(xA y)+(yA 2) = xxyt+ y xz€+ zxxd,
¢ ¢

N
[¢)

R I I N
m) Visaattfoérala NT IN géler g%xkg =8 x¢ och g%xkg =0 x¢

ek=1 g k=1 ek=1 g k=1

. A
(X, %, X T M5 O %, =%, %%, = produktenav X,,X,, -, X, ).
k=1

. Formulera och bevisa sats 1.2(6) (sid. 2) algebraiskt.

. Uttryck XAy mh.a enbart > och ' (AND-grind och NOT-grind).

4
5. LOs uppgift 2f genom att rékna algebraiskt.
6
7

. Formulerareglernai uppg.3 och uppg.5 for utsagor och for mangder.
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SVAR
1) S =S, = IR
2a) {1,2,34,5},{34},{1,2},{5},{1.2.5}

b)[-8¥[, ]-59], [-8-5], ]9¥[, [-8-5E]9¥]

o) {0 .{1{2{3.{12.{1.3.{2.3.{1.2.3}}

d) A" B={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4)} : B A={(21),(2,2),(31),(3,2),(4,1),(4,2)}
e) A" B={(x,y):0E£ExE£Ly3 -3 B A={(x,y):x3-LO0E£y£L

f) f1) A, f2) ACB, f3)A f4)A\B, f5) AEB, f6)0, f7) AEB, f8) AEB

d £ N
6. (xd><y(9¢><(xxy)¢eller ((xd><y)¢><(xxy(9¢) 7. t.ex. 3m: gﬁ&% :L_JAf.

L Gsning av uppgift 3d:
Det &r ett "om och endast om"-pastaende (en ekvivalens av tva utsgor), vi visar de tva
implikationerna var for sig (sats 1.2 (1) sid. 2). Vi skriver héar xy i stéllet for xxy:
"U":0m xy=0 galler, sd&r x+y=xAvy:
bev: x+y=x(y+yd+ y(x+x9 = xy+xyb+ yx + yx¢= xy¢+ yxd (ty xy =0).
(vi utnyttjade x + x¢=1, x1=x, 0+ x = x); aternativt.: 6 3i !! VsV
"P":0Om x+y=xAy gdler, sd& xy=0:
bev: x+y=xA yb xy(x+y)=xy(x§+xy§b xy+xy=0+0b xy=0.
(vi utnyttjade xx = X, xx¢=0, Xy + Xy = Xxy) VsV
Ett annat (njaa, mycket liknande) bevisav " P " far du med identiteten
¢ .
xAy=(x+y)(xy)" (©63h):

Xy = 7 + xyy = (x+ y)(xy) = (XA y)(xy) = (x+ y)(xy) (y) = 0. vsv

L ésning av uppgift 3g (bevisav " strykningdagen") xA y=xA zU y=z:

"U": trivialt

"P": xA y=xA zU xxyCt xtxy = x xz¢+ x0z, multiplikation med x resp. x¢
ger (*) xxyC=xxz( och xOxy = xlxz.
Darmed kan vi nuvisaatt z+y¢=1 och zxy¢=0, regel4 ger daatt
y¢=2z0 ochdédrmed y=z p.g.a rege 5:
Z+ y¢=[multipliceramed 1= x+xq = Z>XX + ZxXxC+ ylxx + ybx@= (*) =
= XX + X0y + X xzC+ y@xxC= x + x¢=1.
Zxy¢=[multipliceramed x + xq = Z>xx xy+ z>xx@xy¢= (*) = Z>xx>xz¢+ xxy xy¢=0.

(eller multiplicera (*) med z resp. med y' saférdu
xxy> =0 och x®zxy'=0, additionger (x+xQxy>=0, altsd y>z=0).

vsv
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