matematiska metoder tma042, del A (03), instuderingsuppgifter och repetitionsfragor

INSTUDERINGSUPPGIFT 4 (integral)

Det & "rakna ut uppgifter”, du far inte [6sningar utan bara svar. Rékna dem, samtliga
var tentamensuppgifter; de demonstreras ev. pa sista férel sningen!

A) Berskna den effektivastromstyrkan i, definierad av 2 © = g(t)*dt
0

for en vaxelstrom i(t) =i,coswt med vinkelfrekvens w .

8 3/anx + 3

O gy
1+ W

C) Bestdm primitiva funktioner till

B) Berdkna

1

1
— resp. ———.
VX + XV X X + /X

X _ .
D) L& f(x)=tanh(%). Visaat f(x)=S ~1=_ SNNX

e*+1 "~ 1+coshx’ berékna XLF!)T¥ f(X)

och bestdm den primitivafunktion F till f som satisfierar F(0) =In2.

svar: A)iTO2 B) 12- 3In5  C) 4vV1++/x resp. 2In(1/x+%+\/1+«/§)
D) Ig& f(x) =1, F(x) =In(1+ coshx)

REPETITIONSFRAGOR matem.metoder del A for E1, 2003

Moment 3. integral

1. Vad &r en primitiv funktion till  f ? Kan du motivera varfor en kontinuerlig
funktion har en primitiv funktion (hur konstruerar man en primitiv funktion)?

b b
2. Vada of (x)dx resp. ¢)f (x)dx? Kanduvisaatt f (x)dx =[F(x)] 2,

oberoende av vilken primitiv funktion F till f manvéljer?
3. Hur definieras funktionerna In(x) och exp(x) ?
Kan du visalogaritmlagarna och raknelagarna for exponentialfunktionen?
Hur lyder formlerna for variabel substitution och for partiell integration?
Kan du partialbraksuppdela rationella funktioner?
Vad & en Riemann-summa?

Ar summan/produkten av tva jamna funktioner jamn? Av udda funktioner?
Av en udda och en jdmn funktion?

N o g A
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 3
71

— da x>0
|1+«/2+ o _
A) Vihade f(x)= 1 (selosning till instud. uppg. 2), detta ger derivatan
' — =, dax<0
f1+,2+-%
-1 1 -1

f¢x)=+ ,altsd & f¢x)<0 for x<0 och f¢x)>0
L+2+4) 2\/2+x1 (- 17

for 0<x<1,detgeratt f & str. avtagandei |- ¥,0[ och str. véxandei ]0,4] och dérmed

injektiv i vartderaintervall. Det stérstavarde som f antar & alltsd f (1) =1 och eftersom

lim f(x)=14 (instud. uppg. 2) och f & kontinuerlig p& ]0,3], s& ger som.v. att f antar dér

dla vardenmellan 3 och 1, analogt ger lim f(x)=- 3 och lim f(x)=1- V2 att f antar
i ]-¥.0[ dlavardenmelan - 1 och 1- v2,dvs V, =|- 1,1- v2[E]4,1]

B) f(x):&lni/;+ﬂ+% & kontinuerligi varjepunkt x>0,ty f & sammansatt

Vx
av funktioner som & kontinuerligai |0,¥ [, f & kontinuerlig aveni 0, ty

Ig@ryf(x)-hm?flnxm/_smx ; x9=1>0+0>0+0= f(0) (standardgréansvérden och
x® O+ X (%)

X_S_ELX

kontinuitet av,/ ). Vidare&r for x>1 f(x):%(ﬁlnx+%)+%+$:
_ XInx+2x+6xc0sx- 3nx+7x _ xInx+6x(1+cosx)+3(x- snx)
B 6xv/x B 6xv/x
summand i tdjaren & >0. Alltsd & f dtrangt véxandei |1 ¥ [ och darmed injektiv p&
[L¥[.Tillsst: f0® -¥ dd x® 0+, detfinnsdltsd ett d>0 sd att f¢x)<-1 forala
x1 ]0,d[; f & altsi strangt avtagandei [0,d], och darmed f (d)< f(¢)<0.Men f &
kontinuerlig p& [d,1] och f(1)>0, som.v. ger d& att f antar vardet f(Z) &venindgon
punkt x,1 [d,1], alltsd & f g injektivi ]01[ (f(¥)=f(x,), 22 X,). Duritar grafen i
labben!

>0 tyvaje

C) a) f & deriverbar och darmed kontinuerlig i varjepunkt x* 0 ]

och f¢x)=2xcosi+sni & kontinuerlig i varjepunkt x * 0 oo
ty f och f'& sammansatta av deriverbara funktioner for x * O
(cos(x),<,sn(x)...). D& undersoker vi om f &r deriverbari 0,

dv.s. om 2 har ett gransvarde d& Dx gar mot O: -0.0027
f(x)- f(0)] _|x*cosi- 0 ool
og| 10 10 009820 rcossy e iy o, TR
B X

insténgningslagen ger da att &[@no% =0 existerar,d.v.s. att f & deriverbari O med

f¢0)=0. Damed & f &venkontinuerligi O (visadetta &ven direkt). Men f' saknar
gransvérde d& x gar mot O, ty f ¢x)=2xcosi +sini, Ii®ng)2xcos%:0 och sini saknar
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grénsvarde dd x gar mot O, eftersom sin antar i varjeintervall |- d,d[ alavérden
mellan —1 och 1, f¢x) kan alltsa inte g& mot ett gransvarde dax gar mot 0.

b) For x>2 & f&x)=2xcos;+sn:>0 (0<;<%), f & altsa stréngt véxande och
darmed injektiv p& [2,¥ [ (dlutet intervall, ty f & kontinuerlig).

c) f®x)=2cost+2sini- Lcosi>0ty fd(%)zp,)l(i@nl f€x)=2 ochfor x>2 &

f#x)=- %snl<0,dvs f& arstravt b f&x)>2P f stréngt konvex pd [2,¥[.

1
T . e -1 9 — e — 2 l — 9 . . P :§ .
d) g é&rinjektiv (ty f &), Dg (—sz) Do@) dar g(a)=a*cost ooz forstk med a=23:
. 2 . 1 1 1 2p
bingo (cos? = 1), dltsa & svaret: Dg*(-%; )= = = = :
go (cos5=3) J (ZD) Df (3) 2%cosg+sing 2+3 6+4/3p

Extrauppgifter

Foljande uppgifter har varit tentamensuppgifter (utom 9b), 16s dem och verifiera sedan
dinaresultat med maple:

9. Funktionen f definieras pafoljande sitt:
D, =]0,¥[, f(1)=0 och for 1t al D, & f(a) areamatte av det omrédei

alx|

och y=¢

x|

xy-planet som begrénsas av kurvorna  y = ae
a) Visaatt f(a)=f(%) for al D,.

b) Berskna f(x) ochritakurvan y=f(x) (x1 D;).
c) Visaatt f(4) inteér ett rationellt tal.

021
. Ccos X . 2 o
10.La f(x)=x+—2--1 och g(x)=sin&- (sin&)".*~
(= g 2ig -1 oo o) =sing- (sng)”. o]
a) Visaat f(x)<0 for O0<x<1. 0 02 04x06 08
b) Berdknaarean av omrédet mellan kurvorna y = f(x) och y=g(x), 0£ x£1.
11. Berdkna arean av omradet innanfor den 6gla som 6
definierasgenom  y2 = (4- x)(x? +x+2y - 4). P
2_
svar: : e
9b) f(x)=2sgn(x- 1)(xﬁ+%- X - xﬁ),0<x1 1 o 1 w
10) 2xh2) 11) 26 %
P 4 y=fin'= aroan.
37 i
: N
Omrédet i 9a) ser ut s har % T
for a=4 (6vre) 0 = fé 4 x @ e

ochfor a=4< (undre):

HE . D5 0 06 1 16
M,
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Tre tentamensuppgifter till:

tentauppgift 1

La f(x)=xarctany+In [1+L, D, =(0,¥).
a) Ritakurvan y= f(x) med angivande av konvexitet/konkavitet och asymptoter;

ange &ven V. . (6p)
b) Ange en ekvation for tangenten till kurvan y = f(x) i punkten (1,2tn4), 2p)
) Visaatt f & injektiv och berékna Df “*(etn4), (4p)
d) Bestdm den primitivafunktion F till f som satisfierar F(1)=2tn¢, (6p)
svar.

a) f & strangt konvex, asymptoter & x=0 och y=1,V, =]1¥[, Db)(p- 4)x- 4y=-4- In4
) 53 d) F(X):%(XzarCtan%+arctanx+xln(1+x_12)+x-1)
grafen; |

tentauppgift 2

Visaatt 1+2sinh(x)>2xcosh(x) for -1<x<1 och beréknaarean av omradet
{(x,y)T IR?:-1£ X£1,0£ y £1+ 2sinh(x)- 2xcosh(x)}. (6p)

svar:
arean ar 2

tentauppgift 3

Ritafunktionskurvan y = x*e*, x>0 med angivande av extrempunkter och

X

asymptoter. Bestam &en lim f ¢x) och Ig};\ f€x) och motiveravarfor €' < x

X® 0+
foralla 11 x>0. (6p)
svar: 3; ;/ \
f antari 1 ett str. maximum, Xx-axeln & asymptot, grafen: 15y \\\
: N
ns S
o SR S T R SRR
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