matematiska metoder tma042, del A (04), instuderingsuppgifter och repetitionsfragor

INSTUDERINGSUPPGIFT 4 (integral)

Det ar "rakna ut uppgifter", du far inte I6sningar utan bara svar. Rakna dem, samtliga
var tentamensuppgifter; de demonstreras ev. pa sista forelasningen!

A) Berdkna den effektiva stromstyrkan if definierad av i/ i(t)*dt

= _O
— 2n

o t—pgly

for en véaxelstrom i(t)=i,coswt med vinkelfrekvens o .

8 3/ai 3
B) Berékna | sin x +3x|

-8 1+§/x_2

C) Bestam primitiva funktioner till

dx.

1
resp.

1
X+ X4/x X%+ XX

X :
e —1__sinhx , berdkna lim f(x)
e*+1 l+coshx P

och bestdm den primitiva funktion F till f som satisfierar F(0)=In2.

D) Lét f(x)=tanh(§).Visaatt f(x)=

svar: A)% B) 12-3In5 C) 4V1++/x resp. 2In(,/x+%+\/1+\/;)

D) Iirp f(x)=41, F(x)=In(1+ cosh x)

REPETITIONSFRAGOR matem.metoder del A for E1, 2003

Moment 3. integral

1. Vad ar en primitiv funktion till f? Kan du motivera varfor en kontinuerlig

funktion har en primitiv funktion (hur "konstruerar” man en primitiv funktion)?
b

b
2. Vadar [ f(x)dx resp. [f(x)dx? Kanduvisaatt [ f(x)dx=[F(x)]3,
a a
oberoende av vilken primitiv funktion F till f man valjer?

3. Hur definieras funktionerna In(x) och exp(x)?

Kan du visa logaritmlagarna och raknelagarna for exponentialfunktionen?
Hur lyder formlerna for variabelsubstitution och for partiell integration?
Kan du partialbraksuppdela rationella funktioner?

Vad &r en Riemann-summa?

Ar summan/produkten av tva jamna funktioner jamn? Av udda funktioner?
Av en udda och en jamn funktion?

~N o g k&
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matematiska metoder tma042, del A (04), instuderingsuppgifter och repetitionsfragor

Losningsforslag till instuderingsuppgift 3

1 @xso
. 1+42+% ’ .
A) Vihade f(x)= 1 (se Iosning till instud.uppg.2), detta ger derivatan
— =~ dd x<0
1+42+54
-1 1

B)

C)

f'(x)=sgn(x)-

,alltsaar f'(x)<0 for x<0 och
eier o] 22 G 5
f'(x)>0 for 0<x<4%,detgeratt f &rstr. avtagande i ]—o0,0[ och str. véxande och
darmed injektiv i vartdera intervall. Det storsta varde som f antari ]0,4] éralltsd f(4)=1
och eftersom XILrp+ f(x)=1 (instud. uppg.2) och f &r kontinuerlig pa ]0,1], s& ger s.0.m.v. att

f antar dér alla varden mellan 1 och 1, analogt ger XILr(r)_f(x):—% och lim f(x)=1-+2

att f antari ]—o0,0[ allavarden mellan —1 och 1-+2 (se V, iinstud.uppg.?2), alltsa ar

v, =]-11-v2[uli ).

f(x):&lni/;+¥ % ar kontinuerlig i varje punkt x >0,ty f &r sammansatt
X

av funktioner som &r kontinuerligai ]0,o0[; f &r kontinuerlig aveni 0, ty

lim f(x)= Ilm( &Inx+&w+%&)=%-0+0-l+0= f(0) (standardgransvarden och
X

X—0+

/X cos x—SInx

kontinuitetav + ). Vidare ar for x>1 f’(x):%(ﬁlnx+%)+%+6f
xInx+2x+6xcosx—3sinx+7x  xInx+6x(1+cosx)+3(x—sinx) .
= = >0 tyvarje

BX/X 6X/X

summand i taljaren & >0. Alltsa ar f strangt vaxande i ]1,00[ och darmed injektiv pa
[Loo[. Till sist: f'— -0 dd x— 0+, detfinnsalltsdett 5>0 sdatt f'(x)<-1 foralla
€]0,5[; f érallts strangt avtagande i [0,3], och darmed f(8)< f(2)<0.Men f &r
kontinuerlig pd [3,1] och f(1)>0, s.o.m.v. ger déatt f antar vardet f(2) &ven inégon
punkt x, €[5,1], alltsd ar f ejinjektivi 10,1[ ( f(2)= f(x,) 2+ X,). Se grafen sid. 10!

a) f ar deriverbar och darmed kontinuerlig i varje punkt x # 0  .,]
och f'(x)=2xcost+sini &rkontinuerlig i varje punkt x = 0
ty f och f'&dr sammansatta av deriverbara funktioner for x = 0 00023
(cos(x),<,sin(x) ...). Da underséker vi om f &r deriverbari 0, o1
d.v.s. om i—; har ett gransvarde da Ax gar mot O: o002
- x*cosi-0

0 <| f(X) f(0)| | | |XCOSL| < |X|—)O 0, 00 e

x—0 | | X X x> 006 0020002 0.08

X

instangningslagen ger da att I|m ﬁ'; =0 existerar, d.v.s. att f &rderiverbari 0 med
f'(0)=0. Darmed ar f éiven kontlnuerligi 0 (visa detta dven direkt). Men f' saknar
gransvdrde da x garmot0,ty f'(x)=2xcosi+sini, lim2xcosi=0 och sinl saknar

x—0
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matematiska metoder tma042, del A (04), instuderingsuppgifter och repetitionsfragor

gransvarde da x gar mot 0, eftersom sin antar i varje intervall ]-35,8[ alla varden

mellan -1 och 1, f'(x) kan alltsd inte ga mot ett gransvarde da x gar mot 0.

b) For x>2 &r f'(x)=2xcosi+sini>0 (0<i<Z), f éralltsd strdngt vaxande och

darmed injektiv pd [2,00[ (slutetintervall, ty f &r kontinuerlig).

¢) f"(x)=2cost+2sinL—Lcost>0 ty f”(%):n,xlmf”(x)zz och for x>2 &

f"(x)=—Zsiny<0,dvs f" arstr.avt. = f"(x)>2= f strangt konvex pa [2,00].

d) g arinjektiv (ty f &r), Dgl(ﬁ)zﬁ(a) dar g(a)=a’cosi=-%; forsckmed a=2:
1 1 1 27

bingo (cosZ =1), alltsd ar svaret: Dg (-2 )= = = :
go(cos3=2) : (2“2) Df (3) 23cosZ+sini 243 6+\/§n

Extrauppgifter

Féljande uppgifter har varit tentamensuppgifter (utom 9b):

9. Funktionen f definieras pa foljande sétt:
D; =]0,0[, f(1)=0 och for 1xaeD, ar f(a) areamattet av det omrade i
xy-planet som begransas av kurvorna  y =ae och y=e*¥,
a) Visaatt f(a)=f(1) for aeD;.
b) Berakna f(x) ochritakurvan y=f(x) (xeD;).

c) Visaatt f(4) inte ar ett rationellt tal.

02
10. L&t f(x):x+£—1 och g(x)=sin= —(sinz)* .
sin+1 0

a) Visa att f(x)<0 for 0<x<1. 0 02 04yx06 08

b) Berakna arean av omradet mellan kurvorna y = f(x) och y=g(x), 0<x<1.

11. Berdkna arean av omradet innanfor den dgla som 6
definieras genom  y? = (4—x)(x? + x +2y — 4). o
2_
svar: : Sy
9b) f(x)—ngn(x—l)(xﬁjL%—x— %) O<x=1 21 1 w

10) 2 11) 2=

y=f{(x= arean. .

Omradet i 9a) ser ut sa har

O = oW kothd

for a=4 (Ovre)
och for a =+ (undre):

15 1 05 006 1 15
M

matem. met. delA (04) 9
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Tre tentamensuppgifter till:
tentauppgift 1

Lat f(x)= xarctan+In 1+2%, Dy =(0,0).
a) Ritakurvan y= f(x) med angivande av konvexitet/konkavitet och asymptoter;

ange édven V.. (6p)
b) Ange en ekvation for tangenten till kurvan y = f(x) ipunkten (1,2zdn4), (2p)
c) Visaatt f ar injektiv och berakna Df ~*(zth¢), (4p)
d) Bestdm den primitiva funktion F till f som satisfierar F(1)==t4. (6p)
svar:
a) f arstrangt konvex, asymptoter & x=0 och y=1V, =]Lo[, b)(n—-4)x—-4y=-4-1In4
¢) =% d) F(x)=2(xarctanL+arctan x + x In(1+x—12)+ X —1) eg

grafen: =

tentauppgift 2

Visaatt 1+ 2sinh(x)>2xcosh(x) for —1<x<1 och berdkna arean av omradet
{(x, y)e R?:-1<x<1,0<y<1+2sinh(x)-2x cosh(x)}. (6p)

svar: arean ar 2

tentauppgift 3

Rita funktionskurvan y=x"*e*, x>0 med angivande av extrempunkter och
asymptoter. Bestam dven lim f’(x) och lim f'(x) och motivera varfor e** < x
X—>00

x—0+

foralla 1-x>0. (6p)

25
svar: f antari 1 ettstr. maximum, x-axeln ar asymptot, grafen: =2
15
]
0%

- T NP AT -
sinx  7vx
Grafentill f(x)= Vx In¥/x + T +T visar hur latt man kan bli V|Iseledd av figurer:
- 1: N o o '\:'\:(‘./‘f.( L
/'/’ g i s
/J_.._.,--»' ! |
~injektiv? / injektiv? ? injektiv? Wl NEJ, ej injektiv!

¥ o\
Q 4 ] 12 1% 4 - 4%
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