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Lösningsförslag till VP4
1) a)  

�
  är deriverbar och därmed kontinuerlig i varje punkt
0≠�  och ( ) �� ������
	 ����

112 +=′   är kontinuerlig  i varje

punkt 0≠  ty  �   och  �  �   är där sammansatta av deriverbara
funktioner ( ( ) ( )����������
��� �1 …). Då undersöker vi om  � är de-

riverbar i  0, d.v.s.  om   ��∆∆   har ett gränsvärde då  �  går mot 0:
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instängningslagen ger då att 0
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&')(+*,   existerar, d.v.s. att   -    är deriverbar i  0  med

( ) ./
00 =′  Och därmed är  0    även kontinuerlig i  0  (visa detta direkt !). Men   1  2   saknar

gränsvärde då  3   går mot 0, ty ( ) 44 5�6+78
9 5::;
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 men  FG�H�I 1  saknar

gränsvärde då  J   går mot 0, eftersom KLNM�O 1  i varje intervall  ( )PQP−   antar alla värden

mellan  R 1  och  1,  ( )ST
′  kan alltså inte gå mot ett gränsvärde  då  U   går mot 0.

b)  För  π> 2V  är  ( ) 02 11 >+=′ WW X�Y�Z[]\ X^^_
, ty då är  2

10 π<< ` , a   är alltså strängt växande

och därmed injektiv på  [ )∞π b2  (slutet intervall, ty  c   är kontinuerlig)  och
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2) Precis som i 1) gäller att   ( )
3
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++=    är kontinuerlig i varje punkt

�  > 0, ty   �    är  sammansatt av funktioner som är kontinuerliga i  ( )∞�0 .  �    är kontinuerlig

även i  0, ty  ( ) ( )00100
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(standardgränsvärden och  är kontinuerlig!).  Vidare är för  1>�
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  ty varje

summand i täljaren är  >0. Alltså är   ¥    strängt växande och därmed injektiv på  [ )∞¦1 .

Dessutom ser vi att  −∞→′
§

  då  +→ 0¨ , det finns alltså ett  0>δ   så att  ( ) 1−<′ ©ª
  för

alla  ( )δ∈ «¬ 0  (t.ex.);     är alltså strängt avtagande i  [ ]δ®0 , och därmed  ( ) ( ) 02 <<δ δ¯¯
.

Men eftersom  °   är kontinuerlig på  [ ]1±δ  och  ( ) 01 >
²

, så ger s.o.m.v.  att  ³    antar värdet

( )2
δ´

  även i någon punkt  [ ]10 µ¶ δ∈ , och således är     ej injektiv på    ( )10   (värdet  ( )2
δ·

antas i ( )δ0   och i  ( )1δ  ). Du ritar grafen i labben!
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Anmärkning (diskutera detta på räknestugan!):  skulle du acceptera följande lösningar:
A. påst.:      är kontinuerlig i  0.

bev.: "Om     är kontinuerlig i  0 så gäller  ( ) ( )0
0

¸¹¸º)»D¼½ =
→

"… (som sedan visas korrekt).

B. påst.:     är injektiv på  [ )∞¾¿ .

bev.: "Om     är injektiv på  [ )∞ÀÁ   så är 0>′
Â

 i ( )∞ÃÄ "…(som sedan visas  korrekt).

C. bevis för att  Å    i uppg.2 ej är injektiv i ( )10 Æ :

"ÇÉÈ   är negativ nära  0, positiv nära  1, alltså har   Ê    ett (lok) min i ( )10 Ë , alltså är   Ì    ej

injektiv i  ( )10 Í ".

  Î#ÏÑÐÓÒÕÔ×ÖØÔÚÙÕÛÜÔÝÒÕÞàßÜÏáÏ×âÚßäãåßæÞçÏ�ßäãéèÚêëãìÒîíÜïëð
ñóò
ôöõ Givna är linjerna  ÷ ø ù ú1 2 4 1û − = + =   och  üþý ÿ � �2 3 8 2� �− + = = .

Visa att linjerna skär varandra och ange en ekvation för det plan som innehåller�
1  och  � 2 . Bestäm även vinkeln mellan � 1  och  � 2 .�	�

Bestäm för alla värden på parametrarna  
   och  �   antalet lösningar till

ekvationssystemet    
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EXTRAUPPGIFTER

���
Bestäm avståndet mellan punkten  (1,2,3)  och det plan genom origo som innehåller
skärningslinjen mellan planen    � � �− + + =3 5 1 0   och   2 5 7 1 0� � �− + + = .   ����� � ! 1
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')( Är  *     inverterbar?  Om ja beräkna  + −1 .,	-
Lös  . / 0 . 0 . /2 2+ = 1

243�5 6 7

8$9
En ljusstråle sänds från punkten  ( )− −2 13: :  längs linjen  ; < == − + =1 1>  mot planet
2 2 0? @ A+ − = , där ljusstrålen reflekteras så att utfallsvinkeln är lika med infallsvinkeln.
Var träffar den reflekterade ljusstrålen  planet  05 =++ BC  ?                      D4E�F G : (0,H 5,1).
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