E X é ?é - A ' Berikna integralen

£ /°° zlnz 5
g (treie o

Losning: Vi skriver integralen som £ [5° (filz“z“)"z dz sa att 2z ar inre derivata, dvs 2z/(1 + 22)?
har primitiv funktion —1/(1+z?2). Vi finner nu genom Partial Integration en primitiv funktion
till integranden. Observera att vi inte gor partialintegration av den bestimda (generaliser-
ade) integralen. Att integralen dr generaliserad beror pé att 1) vi har ett obegransat intervall

(upp till co) och 2) integranden ar inte kontinuerlig (inte ens definierad) i vénstra inter-

vallindpunkten 0. Vifar 3 [5° (ffm“zfz dz = 5([(—1352) In2]+J 55 1 dz. Partialbraksuppdelning
ger: m—};z—z) =44 iﬁ_tlc =14 Bzfgilc s zz’“zlafﬁ;"c"’ dir A har bestimts till 1 genom

handpaldggning. Identlﬁkatlon av koeflicienterna av de tva uttrycken i téljarna innebér att

1+ B =0 C=0deB=-16-0 Alltsaarm = %+z2jl safx(1+$2)dx=
Ji-1F-dz=In|z|— iln|z?+ 1|+ C. Frén detta fis att % fw(%ﬁ%f—gdx— (- et
rlnz+inz—in(z2+1)@ =

22241
Inz— ; In(2? +1))+C’ Vi erhéller nu att [° “ﬁ% dz = 1[-
%(limz/oo( 1+$2 Inz+Inz—1 ln(ac2 +1)) - limm\o(—lez Inz+Inz—1 ln(a: + 1))) = 2(0+

limg oo In 5= — limg\ o((1 — 1+z2 )Inz) 4+ 0) = (0 + limgyn o zl:_l;‘f = _1 hmz\o ?lnz =0.
Observera att vi har slagit ihop olika termer i uttrycket (—yInz + lna; — 1In(z® + 1)),

beroende péa vilket grinsvarde vi beaktar, z — oo eller z — 0. Hade vi beraknat den bestdmda
integralen med partialintegration hade denna mdéjlighet gatt forlorad om vi hade gatt i grans
redan direkt efter partialintegrationen.

En i detta fall elegantare 16sning baserad pa ett ‘trick kan fis genom substitutionen ¢ = 1/z
som ar oproblematisk da vi ju ser direkt att integralen dr konvergent. Om vi betecknar den
i uppgiften givna integralen med I si ger den nyss nimnda substitutionen att I = —I, dvs
2l =0
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