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1.
Ekv. syst. kan
skrivas Ax = b

där

A=





1 7 −6
2 3 1
3 −1 a



, x=





x
y
z



, b=





b
5
2



⇒





1 7 −6 b
2 3 1 5
3 −1 a 2





−2 −3

←
←

RE
∼





1 7 −6 b
0 −11 13 5− 2b
0 −22 18 + a 2− 3b



−2 −1

←

RE
∼





1 7 −6 b
0 11 −13 2b− 5
0 0 a− 8 b− 8



 Om a 6= 8 är a− 8 i tredje raden ett piv-

otelement och systemet har entydig lösning för varje b. Om a = 8 s̊a är sista raden b− 8 = 0x + 0y +

(a− 8)z = 0, s̊a om b 6= 8 s̊a finns ingen lösning. Om a = b = 8 s̊a f̊ar vi





1 7 −6 8
0 11 −13 11
0 0 0 0





11 ←

−7
RE
∼





11 0 25 11
0 11 −13 11
0 0 0 0



, s̊a z fri variabel ⇒ sätt z = t ∈ R vilket ger y = (11 + 13t)/11; x = 1 − 25
11 t som

lösning för godtyckligt t ∈ R, dvs oändligt många lösn.

2. Kar. ekv: 0 = r2 − 5r + 6 = (r − 2)(r − 3) s̊a yh = Ae2x + Be3x. Det gäller att sinx = Im(eix) ⇒
10x sinx = Im(10xeix). Finn part. lösn. w till hjälpekv. (D2−5D+6)w = 10xeix. Ansätt w = zeix ⇒
eix((D+i)2−5(D+i)+6)z = (Heaviside) = (D2−5D+6)w = 10xeix

∴ (D2+(2i−5)D+5−5i)z = ((D+
i)2−5(D+i))+6)z = 10x. Ansätt z = ax+b⇒ z ′ = a, z′′ = 0 ∴ (2i−5)a+(5−5i)(ax+b) = 10x. Ident.

av koeff. ⇒

{

(5− 5i)a = 10⇒ a = 2/1 − i = 2(1+i)
(1−i)(1+i) = 1 + i

(5− 5i)b + (2i− 5)a = 0
b =

(5− 2i)a

5− 5i
=

(5− 2i)(1 + i)

5(1− i)
=

(7 + 3i)

5(1 − i)
=

(7 + 3i)(1 + i)

10
= i +

2

5
∴ z = (1 + i)x +

2

5
+ i⇒ w = ((1 + i)x +

2

5
+ i)eix ⇒ yp = Imw =

Im((1 + i)x cos x + (
2

5
+ i) cos x + (1 + i)xi sinx + (

2

5
+ i)i sin x) = (x + 1) cos x + (x +

2

5
) sinx

∴ Allmän lösn. till ekv. är y = yh + yp = Ae2x + Be3x + (x + 1) cos x + (x + 2
5 ) sinx

3. x2y′ − 2xy = 3ya ⇔ (∗) y′ −
2

x
y =

3

x2
ya. Vi ser att om a > 0 s̊a är y ≡ 0 en lösning. Sätt nu

z = y1−a ty för a 6= 1, (∗) ⇔ y−ay′ −
2

x
y1−a =

3

x2
och z′ = (1 − a)y−ay′ ⇒ z′ − 2(1−a)

x z = 3(1−a)
x2 .

IF : e
R

−2(1−a)
x

dx = e−2(1−a) ln |x| = x−2(1−a)
∴

d

dx
(x−2(1−a)z) =

3(1 − a)x−2(1−a)

x2
= 3(1 − a)x2a−4 ⇔

(∗∗) x−2(1−a)z = 3(1 − a)

∫

x2a−4dx + C1 =
3(1− a)

2a− 3
x2a−3 + C1 om 2a − 3 6= 0. ∴ (x2y)1−a =

3(1 − a)

2a− 3
x2a−3 + C1 ⇔ y1−a =

3(1− a)

2a− 3

1

x
+ C1x

2(1−a), 2a − 3 6= 0. Om 2a − 3 = 0 (⇔ a = 3/2) ger

(∗∗) att x−2(− 1
2
)z = 3(−

1

2
)

∫

x−1dx + C2 = −
3

2
(ln |x| + C3) ⇔ y1/2 = z =

−3

2x
(ln |x| + C3) ⇔ y =

( 2x

−(3 ln |x|+ Cn)

)2
=

4x2

(3 ln |x|+ C)2
.

Återst̊ar a = 1 som ger en 1:a ordningen linjär ekv: y ′ −
( 2

x
+

3

x2

)

y = 0 som ocks̊a är separabel:

dy

y
=

(2

x
+

3

x2

)

dx⇔ ln |y| = 2 ln |x| −
3

x
+ lnC1, C1 ≥ 0⇔ ln

∣

∣

∣

y

C1x2

∣

∣

∣ = −
3

x
⇔

∣

∣

∣

y

C1x2

∣

∣

∣ = e
ln | y

C1x2 | =

e−3/x ⇔ y = ±C1x
2e−3/x = Cx2e−3/x, C ∈ R.


