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1 a) y2 − 4y + 3 = (y − 3)(y − 1) och ekv. separabel ⇒ 2
∫

dy
(y−3)(y−1) = 5

∫
dx

x(x−5) ⇔
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y−1dy =
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∣ + lnC1, C1 > 0 ⇔ y−3

y−1 = C x−5
x

, C 6= 0 Data y(10) = 5 ⇒ C = 1 ⇒
x(y − 3) = (y − 1)(x − 5)⇔ y = 2x+5

5

b) Kar. ekv. 0 = r2 − 5r + 6 = (r − 2)(r − 3) ⇒ yh = C1e
2x + C2e

3x. Ansätt yp1
= ze3x och Heav-

iside ⇒ e3x = P (D)yp1
= e3xP (D + 3)z = e3x(D + 3 − 2)(D + 3 − 3)z ⇒ (D2 + D)z = 1. Ansätt

z = Ax + B z′ = A, z′′ = 0 ⇒ A = 1. Välj B = 0 ∴ yp1
= xe3x löser P (D)y = e3x. Lös nu P (D)y = 1.

Ansätt yp2
= C och insättning⇒ 6C = 1⇒ C = 1

6 ∴ y = yk +yp = yh+yp1
+yp2

= C1e
2x+C2e

3x+xe3x+ 1
6
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= (utveckla! 2:a rad) = −
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= −2((a−1)(a+3)+3)−

((a − 1)(a + 1) − 3) = −(3a2 + 4a − 4) = −(a + 2)(3a − 2) s̊a A inverterbar för a ∈ R \ {−2, 2/3}. Vidare

gäller för a = 0 att Gauss-Jordan ⇒ A =







1 0 2 0 | 1 0 0 0
2 2 4 1 | 0 1 0 0
−1 2 0 2 | 0 0 1 0

1 1 1 1 | 0 0 0 1
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←
←
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1 0 2 0 | 1 0 0 0
0 2 0 1 | −2 1 0 0
0 2 2 2 | 1 0 1 0
0 1 −1 1 | −1 0 0 1







←
←
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1 0 2 0 | 1 0 0 0
0 0 2 −1 | 0 1 0 −2
0 0 4 0 | 3 0 1 −2
0 1 −1 1 | −1 0 0 1







−2

←
RE∼

RE∼







1 0 2 0 | 1 0 0 0
0 0 2 −1 | 0 1 0 −2
0 0 0 2 | 3 −2 1 2
0 1 −1 1 | −1 0 0 1







2 ←
1 −1

2 ←

RE∼







1 0 2 0 | 1 0 0 0
0 0 4 0 | 3 0 1 −2
0 0 0 2 | 3 −2 1 2
0 2 −2 0 | −5 2 −1 0







2 ←
−1 1

2 ←

RE∼







2 0 0 0 | −1 0 −1 2
0 0 4 0 | 3 0 1 −2
0 0 0 2 | 3 −2 1 2
0 4 0 0 | −7 4 −1 −2
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4 0 0 0 | −2 0 −2 4
0 4 0 0 | −7 4 −1 −2
0 0 4 0 | 3 0 1 −2
0 0 0 4 | 6 −4 2 4
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︸ ︷︷ ︸

= 4A−1 d̊a a = 0

3. Reella koeff. ⇒ z2 ≡ z1 = 4 + i ocks̊a rot. D̊a delar (z − z1)(z − z1) = z2 − (z1 + z1)z + |z1|2 = z2 − 8z + 17
polynomet. S̊a p(z) = (z2−8z+17)(z2+az+b) och man ser att b = +15 och a = −8. Lös nu z2−8z+15 = 0
och man ser att z3 = 3, z4 = 5 är rötter.
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4. P̊a intervallet [1,∞) s̊a är integranden ≥ 0. Vi vet ocks̊a att polynom växer fortare än logaritmer; mer precist
l̊at f(x) = x− lnx. D̊a gäller f(x) = 1− 1

x
> 0, x > 1 s̊a f(x) ≥ f(1) = 1, x ≥ 1⇔ 0 ≤ lnx ≤ x−1, x ≥ 1.

Vi f̊ar allts̊a att 0 ≤ x lnx

(1 + x2)2
≤ x(x− 1)

(1 + x2)2
≤ x · x

x4
=

x2

x4
=

1

x2
för x ≥ 1. D̊a ju

∫
∞

1

1

x2
dx är konv. s̊a ger

jämförelsekriteriet för positiva integrander att även

∫
∞

1

x lnx

(1 + x2)2
är konvergent.

5. Variabeln x förekommer ej explicit s̊a sätt p = y ′ vilket ger y′′ = dp
dx

= dp
dy

dy
dx

= p dp
dy

. Insättning ger

p dp
dy
− p2 + p(y − 1) = 0 ⇔ dp

dy
− p + y − 1 = 0 ty p = y′ ≡ 0 är ej lösning d̊a ju y(0) = y′(0) = 2 6= 0.

Denna ekv. är linjär av första ordning med IF: e−y s̊a vi f̊ar d
dy

(pe−y) = (1 − y)e−y som ger pe−y =
∫

d
dy

(pe−y)dy =
∫

(1 − y)e−ydy + A där A konst. PI ger pe−y = ye−y + A ⇒ y′ = p = y + Aey. Villkoren

y′(0) = y(0) = 2⇒ A = 0 s̊a y′ − y = 0 som är linjär av första ordning (och även sep.) med lösn. y = Bex

och y(0) = 2 ger B = 2. Sökt lösning är allts̊a y = 2ex.

6. (A|b) =

(
1 2p p | 1
−3 −5p− 3 −2p− 3 | 2p− 9

)
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RE∼
(

1 2p p | 1
0 p− 3 p− 3 | 2(p− 3)

)

p = 3 :

(
1 6 3 | 1
0 0 0 | 0

)

, dvs lösningarna utgörs av planet x + 6y + 3z = 1 som har normalvektor n =

(1, 6, 3) och P0 = (1, 0, 0) är i planet s̊a avst̊andet mellan origo P1 = (0, 0, 0) och planet är d =
|n·

−→

P0P1 |
|n| =

| − 1|√
12 + 62 + 32

=
1√
46

. Punkten i planet närmast origo f̊as som skärningen mellan planet och linjen genom

origo med riktningsvektor n, dvs linjen ` : (x, y, z) = sn, s ∈ R. Insättning i planets ekv. ger s = 1/46 och
punkten i planet närmast origo är allts̊a (x, y, z) = 1

46(1, 6, 3).

p 6= 3 :

(
1 2p p | 1
0 1 1 | 2

)

⇒ z = s, y = −s + 2, x = −2py − pz + 1 = ps − 4p + 1 s̊a lösningarna
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︸ ︷︷ ︸

P0

bildar en linje. Avst̊andet mellan origo och linjen ges av d =
|v×

−→

P0P1 |
|v|

och v×
−→

P0P1=
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p −1 1
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= (2, 4p−1, 2p−1) s̊a avst̊andet d =

√
4+(4p−1)2+(2p−1)2√

p2+(−1)2+12
=

√
20p2

−12p+6
p2+2

=

√

20− 12p+34
p2+2

och avst̊andet minimalt d̊a f(p) ≡ 20− 12p + 34

p2 + 2
minimalt. Vi ser att f ′(p) = 12(p2 + 17

3 p−
2)/(p2 + 2)2 s̊a f ′(p) = 0⇔ p = 1

3 , −6. Teckenstudie: p −6 1/3

f ′ + 0 − 0 +
f ↗ ↘ 2 ↗

och d̊a limp→−∞ f(p) = 20 ser vi att minimum är 2, dvs minsta avst̊andet är
√

2 > 1/
√

46. ∴ lösning
närmast origo är 1

46(1, 6, 3).
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