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1. a) xy′ + 3y = x2 ⇒ y′ + 3

x
y = x. IF: e3

R

1

x
dx = e3 lnx = x3 ⇒ d

dx
(x3y) = x4 ⇒ x3y =

∫

d

dx
(x3y) dx =

∫

x4 dx =
1

5
x5 + C ⇒ y =

x2

5
+ Cx−3 b) Kar. ekv.: r2 − 3r − 10 = 0 ⇒ r1,2 = −2, 5 ⇒ yh =

C1e
−2x + C2e

5x. Finn nu en partikulärlösning y1 s.a. P (D)y1 ≡ y′′
1
− 3y′

1
− 10y1 = e4x. Ansätt y1 = ze4x

och Heaviside⇒ e4x = P (D)y1 = e4xP (D+4)z = e4x((D+4)2−3(D+4)−10)z ⇒ (D+4+2)(D+4−5)z =
1⇒ (D +6)(D−1)z = 1⇒ (D2 +5D−6)z = 1. Ansätt z = C ⇒ −6C = 1⇒ C = −1/6⇒ y1 = −1

6
e4x.

Lös P (D)y2 = 1. Ansätt y2 = C ⇒ −10C = 1⇒ y2 = −1/10 ∴ yp = y1 + y2 = −1

6
e4x − 1

10

∴ y = yn + yp = C1e
−2x + C2e

5x − 1

6
e4 − 1

10

2. Finn x s.a. det A = 0 ⇒ 0 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x x
x 1 x
x x 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x

←
←

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x x
0 1− x2 x− x2

0 x− x2 1− x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 ·
∣

∣

∣

∣

1− x2 x− x2

x− x2 1− x2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(1− x)(1 + x) x(1− x)
x(1− x) (1− x)(1 + x)

∣

∣

∣

∣

= (1−x)2
∣

∣

∣

∣

1 + x x
x 1 + x

∣

∣

∣

∣

= (1−x)2((1+x)2−x2) = (1−x)2(1+2x)⇒

x = 1, x = − 1

2
. För x = −1 är allts̊a A inverterbar och vi finner inversen med Jacobis metod:





1 −1 −1 1 0 0
−1 1 −1 0 1 0
−1 −1 1 0 0 1





+1

←
←

RE∼





1 −1 −1 1 0 0
0 0 −2 1 1 0
0 −2 0 1 0 1





RE∼





1 −1 −1 1 0 0
0 −2 0 1 0 1
0 0 −2 1 1 0





← ←
−1

−1

RE∼





2 0 0 | 0 −1 −1
0 −2 0 | 1 0 1
0 0 −2 | 1 1 0



⇒ A−1 = 1

2





0 −1 −1
−1 0 −1
−1 −1 0



.

3. z2 − (1 + i)z − (4 + 7i) = 0 ⇔
(

z − 1 + i

2

)2

−
(1 + i

2

)2

−
(

4 + 7i
)

= 0 ⇔
(

z − 1 + i

2

)2

= 4 +
15i

2
.

Sätt z − 1 + i

2
= x + iy ⇒ (x + iy)2 = 4 +

15i

2
⇔ x2 − y2 + 2ixy = 4 +

15i

2
. Ocks̊a x2 + y2 =

|x + iy|2 =
∣

∣

∣

(

z − 1 + i

2

)2
∣

∣

∣ =
∣

∣

∣4 +
15i

2

∣

∣

∣ =

√

16 +
225

4
=

17

2
∴







x2 + y2 = 17/2
x2 − y2 = 4
2xy = 15/2

⇔







x2 = 25/4
y2 = 9/4
2xy = 15/2

⇔






x = 5/2, y = 3/2
eller

x = −5/2, y = −3/2
∴ z − 1 + i

2
= x + iy = ±

(5

2
+

3

2
i
)

⇒ z1 = 3 + 2i, z2 = −(2 + i).

4.

∫

∞

1

x lnx

1 + x2
dx =

∫ e

1

+

∫

∞

e

där den första integralen är konv. För

∫

∞

e

x lnx

1 + x2
dx gäller att för x ≥ e har

vi 1 + x2 ≤ e2 + x2 ≤ x2 + x2 = 2x2 s̊a 0 ≤ 1

2x
=

x

2x2
≤ x lnx

1 + x2
och d̊a

∫

∞

e

1

2x
dx är divergent följer av

jämf. krit. att ocks̊a

∫

∞

e

x lnx

1 + x2
dx är divergent och därmed gäller detsamma

∫

∞

1

x lnx

1 + x2
dx.

5. xy′′ =
√

1 + (y′)2. Sätt p = y′ ⇒ p′ =
d

dx
p =

d

dx
y′ = y′′ ⇒ xp′ =

√

1 + p2 ⇒ dp
√

1 + p2
=

dx

x
⇒

ln |p +
√

1 + p2| = ln |x| − lnC1, C1 ≥ 0 ⇒ |p +
√

1 + p2| = | x

C1

| ⇒ p +
√

1 + p2 = ± x

C1

= Cx, C 6= 0

Villkoret 0 = y′(1) = p(1) ⇒ 0 +
√

1 + 02 = C ⇒ C = 1 ∴ p +
√

1 + p2 = x ⇒
√

1 + p2 = x − p ⇒
1+p2 = (x−p)2 = x2 +p2−2xp⇒ 2xp−x2 +1 = 0⇒ y′ = x2

−1

2x
= 1

2

(

x− 1

x

)

⇒ y = 1

2

(

1

2
x2− ln |x|+C2

)

Villkoret 0 = y(1)⇒ 0 = 1

2
− 0 + C2 ⇒ C2 = −1

2
⇒ y = 1

4
(x2 − 1− 2 ln |x|).

6. L̊at A,B,C,D vara hörnen i fyrhörningen och E,F,G och H vara mittpunkterna p̊a AB, BC, CD och DA. Det

är tillräckligt att visa att
−→

EF=
−→

HG ty d̊a är ju sidan EF och HG parallella och har samma längd. Observera

att
−→

EB= 1

2

−→

AB och
−→

BF= 1

2

−→

BC. Vi f̊ar:
−→

EF=
−→

EB +
−→

BF= 1

2

−→

AB +1

2

−→

BC= 1

2
(
−→

AB +
−→

BC) = 1

2
(
−→

AC).

Ocks̊a:
−→

HG=
−→

HD +
−→

DG= 1

2

−→

AD +1

2

−→

DC= 1

2

−→

AC ∴

−→

EF= 1

2

−→

AC=
−→

HG.

7. P̊ast̊aendet det(A + BT ) = det(AT + B) är sant ty det(A + BT ) = det((AT + B)T ) = det(AT + B). I det
argument som ges används det(X + Y ) = detX +det Y p̊a tv̊a ställen, men det(X + Y ) 6= det X + detY
i allmänhet.


