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Tentamen i matematiska metoder E1, TMA042, del C, 2002-01-18, kl  8.45-12.45 
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa 
Telefon: Fredrik Altenstedt, tel.  0740 - 459022 
OBS: Fyll i allt på skrivningsomslaget. Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad!  

 
 

 
 

1. 
 
 

Lå t   ( ) ( ) ( )4443 2ln, yxeyxyxf ++−−= . 
 

a) Bestäm en ekvation för tangentplanet till ytan   ( )yxfz ,=    i punkten   ( )0,1,1 . 

b) Vilka värden antar   ( )1,1vf ′    ( = riktningsderivatan av   f   i punkten   ( )1,1    i 

riktningen v ),    ( ){ }1:, 22 =+∈ yxyxv ? 

 
 

 
 

(4p) 
 
 

 
 

(3p) 

 
 

2. 

 
Bestäm alla stationära punkter till funktionen     ( ) 23 22, yxyxyxf +−=  
och avgör deras typ. 
 

 

 
 

(6p) 

 

3. 
 
 
 

Lå t    ( ){ }0,0:, >>=Ω yxyx ,   y
xvxyu == , . 

 

a) Visa att tillordningen    ( ) ( )vuyx ,, a     är lokalt bijektiv i varje punkt i  Ω . 
 

b) Bestäm en funktion    ( )yxf ,     som satisfierar 

( )xyyxffyfx yx cos2 3=−′+′ ,  ( ) 0, =xxf     för    ( ) Ω∈yx, . 
 

c) Beräkna arean av det områ de i  Ω  som begränsas av kurvorna    
xyyyy x

xx 2   och   ,, 2
31 ==== . 

 

 

 
 
 
 

(2p) 
 
 
 

(6p) 
 
 
(4p) 

 

4. 
 
 
 
 
 

Lå t    ( ) ( )
22

222

2

2,
yx

yxyxf
−−

++= ,    l.e. = längdenhet = dm.     

a) Insidan av ett glas ges av   ( ) 21.1,, 22 ≤+= yxyxfz . Man fyller vatten   
i glaset tills det stå r  2 l.e.  högt. Hur mycket vatten finns då  i glaset? 

b) Är   f   differentierbar i origo? 
 

 
 
 
 
 

(4p) 
 

(2p) 

 

5. 
 
 
 

 

Beräkna det arbete som kraftfältet    ( ) ( )xxyxxyyyxFI ++= cosh3,sinh2, 3        

uträttar längs kurvan    C: ( ) ( )32ln32ln),cosh( ++− →= xxy      (4p).   
Beräkna även längden av   C     (3p). 
 

 
 
 
 

(7p) 

 

 
 

6. 

 
Visa att funktionen       ( ) ( )







=

≠
+
−

=
0,1

0,
1ln
1sin

x

x
x

e
xf

x

      är deriverbar i origo. 

 

 
 

(4p) 

7. a) Definiera inre punkt till en mängd och öppen mängd. 

 

b) Lå t FI  vara ett fält som är  C1  i 3RI . Visa att om kurvintegralen    ∫ •
C

dFI r      

är oberoende av vägen i 3RI  så  är FI  konservativt i 3RI . 
                                                                                                                             BB          
                                                                                                                                                           

 
 

(2p) 
 
 
 
(6p) 
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Tentamen i matematiska metoder E1, TMA042, del C, 2001-08-24, kl.  12.15-18.15 
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa 
Telefon:  Anna Nordqvist, tel. 0740 - 459022 
OBS: Fyll i allt på skrivningsomslaget. Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad!  

 
 
 
 

 

1. 
 
 
 
 

Lå t  ( ) ( )
2222

32arctan
,,,

tzyx

tzyx
tzyxF

+++
++−=         

Beräkna riktningsderivatan av   F    i punkten   ( )1,1,1,1    i riktningen   ( )1,1,2,2 −−− . 

I vilken riktning växer funktionsvärdena   ( )tzyxF ,,,    snabbast i punkten   ( )1,1,1,1 ? 

 
 
 

 
 
 
(5p) 

 

 
 

2. 
 
 
 
 
 

Lå t  ( ){ }yxyx <<=Ω π 1,:, 2 ,   xyvxyu sinochsin =−= . 

a) Visa att    u, v   duger som nya variabler i   Ω  . 

b) Lös problemet   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Ω∈−=+=′−′ π yxyyzxyzyzx y
yx ,,cosh,,sintan 26 . 

c) Beräkna      ∫∫
−

D

dxdy
xy

xy
tan
sin 22

      där områ det   D   ges av olikheterna 

2sin1,sin2sin,0 2
3

2 ≤≤+≤≤+<< π xyxyxx .       

 

 

 
(2p) 
 
 

(6p) 
 
 
 
 

(4p) 

 

3. 
 

Beräkna längden av kurvan      31,ln ≤≤= xxy . 
 

(4p) 

 
4. 
 

 

För vilka reella tal    βα,     har     
( )
( )β

α

+
−

xx

xx

tan

tan
     ett gränsvärde då    x   gå r mot   0? 

 
(4p) 

 

5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Lå t     ( ) ( ) 224 2, yxyxyxF +−= . 
a) Bestäm det minsta och det största avstå ndet mellan origo 

och en punkt på  kurvan     C: ( ) 18, =yxF . 

b) Visa att kurvan   C   lokalt i punkten    ( )3,3     är en  
funktionskurva    ( )xfy =     och ange en ekvation 

för tangenten till denna kurva i punkten    ( )3,3 . 
 

 

 
 
 
(6p) 
 

 
 
 
 

(3p) 
 

 
 

6. 
 
 

 

Lå t     ( ) ( ) ( )ϕ+ϕ=ϕ 4sin2cos2 22r     och 

           C: ( ) 4
3

4, πϕπ →ϕ= rr    ( ϕ,r    polära koordinater). 

a) Beräkna det arbete som kraftfältet   ( ) ( ) ( ) ( )( )yxyx 2cos2cos,2sin2sin −                                                   
uträttar då  en partikel förflyttas längs  C. 

b) Beräkna arean av det områ de som omslutes av  C. 
  

  
 
 
 

 
(2p) 
 

(4p) 
 

 

7. a) Definiera  "positivt definit kvadratisk form". 
b) Definiera  "randpunkt till en mängd  nRIM ⊂ ".  
c) Formulera och bevisa Greens sats. 
                                                                                                                               BB                                    

 

(2p) 
 

(2p) 
 

(6p) 
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Tentamen i matematiska metoder E1, TMA042, del C, 2001-03-05, kl  14.15-18.15 
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa 
Telefon: Erik Svensson, tel.  0740 - 459022 
OBS: Fyll i allt på skrivningsomslaget. Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad!  

 
 
 

 
 

1. 
 
 

Lå t   ( ) xyyxyxf 3, 33 ++= . 
 

a) Bestäm en ekvation för tangentplanet till ytan   ( )yxfz ,=    i punkten   ( )1,1,2 − . 
 

b) Beräkna riktningsderivatan av   f   i punkten   ( )1,1 −    i riktningen   ( )1,1 . 
 

c) Bestäm alla stationära punkter till   f   och deras karaktär. 

 

 
 

 
 

(3p) 
 
 

(2p) 
 
 

(5p) 

 

 

2. 

 
Vilka värden antar    ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyxf +++= sincoscos,      
på  triangeln    π≤+≥≥ yxyx ,0,0 ? 

 

 

 
 

(6p) 

 

3. 
 
 
 

Lå t    y
xveyu x == ,     och    ( ){ }0,0:, >>= yxyxD . 

 

a) Visa att tillordningen    ( ) ( )vuyx ,, a     är lokalt bijektiv i varje punkt i  D. 
 

b) Bestäm en funktion    ( )yxf ,     som satisfierar 

( ) fxfyfx yx 1+=′+′ ,  ( ) 2

,2 yeyyf =     för    ( ) Dyx ∈, . 
 

c) Beräkna    ( )∫∫
∆

−+ dxdyyxx 32     där    ∆     är det områ de i planet som begränsas  

av kurvorna    xyeyey xx 2,2, === −−     och    xy =2 . 
 

Ledning till b) och c): använd  u,v  som nya variabler. 

 

 

 
 
 
 

(2p) 
 
 
 

(6p) 
 
 
 
 

(6p) 

4. 
 
 
 
 
 

 

Beräkna det arbete som kraftfältet    ( ) ( ) ( )( )xyxxyxyyxyyxFI cosh,cosh, ++=         
uträttar då  en partikel förflyttas frå n    ( )0,3     till    ( )0,3−     moturs längs cirkeln   

922 =+ yx .    

 
 
 
 

(6p) 

 

 

5. 
 

 

Beräkna     
( ) ( )( )

11

sin61ln
5 5

3

0
lim

−+

−++
→ x

xxx
x

. 
 
(4p) 

 

6. a) Visa att om en funktion    RIRIf →2 :     är differentierbar i en punkt  ( )ba,     
så  är den kontinuerlig i  ( )ba, . 
 

b) Lå t    RIRIgf →:,     vara funktioner som är kontinuerliga på     [ ]ba,     och  

0≥g . Visa att det finns ett    [ ]ba,∈ξ     så  att    ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ξ=
b

a

b

a

dxxgfdxxgxf . 

  

c) Definiera konservativt kraftfält. 
                                                                                                                               BB
       
                                                                                                                                                                                                                                                  

 
 

 
(4p) 
 

 

 
 

(4p) 
 
 

(2p) 
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Tentamen i matematiska metoder E1, TMA042, del C, 2000-01-15, kl  8.45-12.45 
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa. 
Telefon: Erik Alapää, tel. 0740-459022 
OBS: Ange linje och inskrivningsår samt namn och personnummer på skrivningsomslaget.
     Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad du vill ha rättat!  

 
 

 
 

1. 
 
 
 
 

Lå t   ( ) ( )( ) ( )( )xyyxyxf coscoshsinsinh1, 22 −++= .  
a) Ange en ekvation för tangentplanet till ytan  ( )yxfz ,=   i punkten ( )0,, 22

ππ . 

b) Beräkna riktningsderivatan av   f   i punkten  ( )22 , ππ    i riktningen  ( )11, . 

 
 
 
 
 
 

(4p) 
 
 

 

(2p) 
 
 

 
 

2. 
 
 

Bestäm alla stationära punkter till funktionen     ( ) xyyxy,xf 933 −+=  
och avgör deras typ. 
 

 
 
(6p) 

 

3. 
 
 

 

 

Lå t    ( ){ }yxy,xD <<= 0 :     och    yxv,yxu +=+= 221 . 
a)  Visa att tillordningen   ( ) ( )v,uy,x a   är lokalt injektiv i  D. 

b)   Lös problemet   ( ) ( ) Dy,x,xxx,xf,yxfyfx yx ∈++=−=′−′ 4222 9813 . 

 

 
 

(2p) 
 
 

(6p) 

 
4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Lå t    ( )22
22233

232

2233

322

1
11

x,yFI,
xyyxyx

yxyx
,

xyyxyx

yxxy
FI =











+++
−

+++
−

=  . 

a)  Visa att   1FI    är konservativt i   ( ){ }y,xRIy,x
x

<−<∈ 12 0 : . 

b) Beräkna det arbete som    21 FIFIFI +=      uträttar då  en partikel förflyttas  

längs ellipsbå gen    ð,
y

x
C →





ϕ=
ϕ+= ϕ0

sin2

cos32
 : .      

 
 
 
 
(2p) 
 

 
 
 

 

(6p) 
 

5. 
 
 
 
 

 

Beräkna volymen av den kropp som begränsas av ytorna  

( )221

ln
  och  0,12,2,4,1

yx

y
zzxyxyyy

−+
==+====  . 

 
 
 

(6p) 

 

6. 
 
 
 
 

Funktionen   f   definieras genom ( ) 10 =f   och  ( )
x
x
xxf

−
+

=
1
1ln

arctan    för  10 << x . 

Visa att funktionen är deriverbar i 0. 

 
 
 
 

 
 

(6p) 
 

7. a) Definiera inre punkt, öppen mängd och kompakt mängd. 

b) Visa att om   22: RIRIf →    är deriverbar  i   ( )b,a   och antar i   ( )b,a   ett 
lokalt extremvärde  så  är   ( )b,a   en stationär punkt till   f. 

c) Definiera bå glängdselementet av en kurva. 
                                                                                                                                  BB                   

 
 

(3p) 
 

 
 

 

(4p) 
 
 

(3p) 
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Tentamen i matematiska metoder E1, TMA042, del C, 1999-03-08, kl  14.15-18.15 
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa. 
OBS: Ange linje och inskrivningsår samt namn och personnummer på skrivningsomslaget.  
           Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad du vill ha rättat!  
 
 

1. 
 
 
 
 
 

Lå t  ( ) ( ) ( )zyxyzxzzyxF −++−= sinhcosh,,    och  ( )211 ,,P = . 
a) Ange en ekvation för tangentplanet till nivå ytan  ( ) 1=z,y,xF  i punkten  P. 
b) Beräkna riktningsderivatan av  F  i punkten  P  i riktningen  ( )212 ,,v =

r
. 

c) Visa att nivå ytan  ( ) 1,, =zyxF   lokalt i  P  är en funktionsyta   ( )yxfz ,= . 

 
 
 

(4p) 
 
 

(3p) 
 
 

(1p) 

 

2. 
 
 

Beräkna längden av kurvan    10: 32 ≤≤= x,xyC     [ "Neil's parabel" ]. 
 

(4p) 

3. 
 
 

Bestäm för   10 <<< xy   en funktion ( )yxz ,   som är  0  på  Neil's parabel  

(se uppg.2)   och satisfierar     223 yzyxzx yx =′+′    

[ledn: inför de nya variablerna  2222 −=−= yxv,yxu ] . 
 

 
 
 
 

(6p) 

 

4. 
 
 
 
 
 
 
 

Betrakta kroppen  ( ){ }500
22 2

1502500 : xz,yxz,y,xK +≤≤≤+= . 
a) Beräkna  K:s  volym. 
b) Klockan 12 en vacker vå rdag var temperaturen i en punkt  ( )z,y,x    på     

K:s tak       ( ) ( )zxyyz,y,xT 50010 23 +−= −     [oCelsius].   
Mellan vilka värden varierade temperaturen på   K:s  tak då  ? 
[ K:s  tak är ytan   ( ){ }500

22 2
152500 : xz,yxz,y,x +=≤+  ] 

 
 
(4p) 
 
 
 
(6p) 

5. 
 
 
 
 
 
 

Beräkna det arbete som kraftfältet    ( ) ( )xy,xz,zyz,y,xFI −−−=     uträttar  

då  en partikel förflyttas längs kurvan     ðð,

tz

ty

tx

C t→−








+=

=
=

2cos515

sin50

cos50

 : .      

 
 
 
 

(5p) 

 

6. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Funktionen    RIRIf →2:      är  3C   i    1: 22 <+ yxD      

och funktionen        
( )

( )322

22 741

yx

yxyxy,xf

+

+++−
       är  begränsad i  D.  

Visa att origo är en stationär punkt till   f   och avgör dess karaktär.  

 
 
 
 
 
 
 

(5p) 

 

7. a) Vad menas med att en funktion  RIRIf →2:   är differentierbar  i  ( )b,a ? 
b) Definiera konservativt kraftfält. 
c) Formulera Taylors formel för en funktion  RIRIf →: . 
d) Formulera och bevisa Greens sats. 

 
 

(2p) 
 

(2p) 
 
 

(2p) 
 
 

(6p) 
 
 
                                         Kroppen  K    (uppgift 4, 5):                                 
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Svar (gamla del C-tentor) 
 
02-01-18: 
1a)  143 −=−− zyx     b)  [ ]5,5−           2)  ( )0,0 : sadelpunkt,  ( )6

1
3
1 , : lok. minimipunkt        

3b)  ( ) ( )( )3

2 sinsin,
2

y
xx xyyxf −=     c)  2ln2  a.e.           4a)  ( )2ln343

2 −π  dm3    d)  ja 

5)  arbetet är  ( )( )332ln22 −+ , kurvans längd är  32  l.e.          
 

01-08-24: 
1a)  ( ) 10

11,1,1,1 =′vF ,  F  växer i punkten ( )1,1,1,1  snabbast i riktningen  ( )1,1,7,3 −    

2b)  ( ) 2
1)sincosh(sin, −−+= yxyxyxz      c)  2ln8

7           3)  ( )36ln22 −−−  

4)  α≤β 3           5a)  63  resp.  2     b)  32=+ yx           6a)  0    b)  π    
 

01-03-05: 
1a)  899 =−+ zyx      b)  ( )0,0 : sadelpunkt,  ( )1,1 −− : lok. maximipunkt          

2)  [ ]2
33,0             3b)  ( ) x

x
y eyxf

2

, =      c)   2ln8
15             4)  18             5) 4

1  
 

00-01-15: 
1a)  π=+π+π 222 zyx    b)  π− 2        2)  (0,0): sadelpunkt,  (3,3):  lok. minimipunkt 

3b)  ( ) ( )22
2
1221 yxyxxyy,xf ++++=              4b)  ( )3

2262 −π                  5)  8
32ln π−  

 

99-03-08: 

1a)  yxz +=     b)  3
1           2)   ( )8131327

2 −           3)  ( ) 2

3

2

2

ln,
y
x

x

yyxz =    

4a)  π40625     b)  [ oo 251157 .,. ]          5)  π1250           6)  lok. maximipunkt 

 
 
 
Ytorna i tentan 01-03-05:                                                                                                     
 

                                                                                                                                   Ytan i uppgift 2 

 

 

 

                                    

                                 Ytan i uppgift 1 

 

 

 

 
 
 

Lycka till 
 

Bernhard  
 


