matem. met. E1, del C (03), inlarningsuppgifter och extrauppgifter
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a) A=@|F cdr = §F - rit=
-2

ft(t? - 4)+t,sint+sinh(t? - 4)+cos(t), t(t?- 4)t)- (1,2t,1)dt =

]
Q,_,.\N

2 M)
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Ji(t? - 4)+t+(sint +sinn(t? - 4)+cost)2t +t2(t2 - 4))ott = [utnyta jamn-udda 1] =

I
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N2tsint +t* - 4t )dt-2[2$|nt tcost)+1t° —t3]§:2(23in2-4cosz+f—§(3- 5)).

Y €t) dt = O/(x((t))2+(y((t)) +(z4t))? O/1+(2t +1dt 20/2i1+2t 5dt—
23
—[\/_t—u] 2 ()/1+u? du =[senedan] = [U\/1+U +In(u+\/1+u )] 6«/_+In(2«/_+3)

0
Arbetet & altsd £ (15sin2- 30cos2- 32) ochlangden 6v2 +In(2v2 +3).
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[ Repetition: den integral du far for att beréknalangden i uppg.1a) bor du kunna (del Al):
antingen du borjar med partiell integration: 1+ x? )% dx = x(1+ xz)% - o x(a+ xz)'% 2xdx =
= x(L+ x2): - Ot dx = xV1+ X7 + In(x +1+x%)- 1+ x2)dx  osv.,

eller (fiffigast) du substituerar x =dnht:

OV1+x7 dx = ¢poshtcoshtdt = 3(t +3sinh 2t) = 2 (t +sinhtcosht) = 1 (sinh~ x + xv1+ x? ) ]

b) f & ¢ kontinuerligi origo, ty t.ex. gar f(x,x) ¢ mot f(0,0)=0 d x gir mot 0:
f(x,x)= S‘”X( o1 (x,X)® (0,0).
f(h,0)- £(00)_0-0
h h
f(o’k)l'( f(00) _ 0;(0=0® 0 ddk® 0 (dvs. 1400)=£400)=0)

=0® 0 dAh® 0 och

Men f & deriverbar (&ven)i origo, ty

Losningsforslag till instuderingsuppgift 2
a) Ng, ty f & ¢ kontinuerlig i origo (differentierbarhet medfor ju kontinuitet)!

b) Svaren fas med gradientvektorn:
gradF = (ye* coslye )+ e, e cos|ye” ) + 2¢'2*#% | 4*2V**2), dlltsA gradF (0,0,0) = (1,34)
ochvi far: F avtar snabbast i riktningen - (134) och tangentplanet har ekvationen

gradF(0,0,0)- (x- 0,y- 0,z- 0)=0, alts3 x+3y+4z=0.

Vi kan ocksa lokalt kring origo l6saut z:
e“?** =1. gn(ye*)p z=1(In(L- sin(ye*))- x- 2y)= f(x,y) och tangentplanet fasnu

som 2= £(0,0)+ 140.0)x+ 100y dar gradf =3[ welel. g el o)
altsd gradf (0,0)=-=(1,3) och det ger samma svar s.0..

matem.met. del C (03) 5



matem. met. E1, del C (03), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

) Xz yzg = x(zug + 2ug)- y{aug + 2vg)= 20 2 +23 28 = 2vg=2, denna
differentialekvation har den allménnalésningen z(u,v) =Inv+g(u) (g en godt. C'-funkt.),
dvs. (back to xy): z(x,y)=In%+g(arctan(xy))=Inx- Iny+ f(xy) (f en godt. C'-funkt.).

Nuskall z(x,x)=f(x?)=x?, detger f(t)=t ochsvaret z(x,y)=Inx- Iny+xy.
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Namnaren (= tanh™*(x) !!) har (den enkla) Maclaurinutvecklingen
1(n@+x)- In(@- X)) =4((x- % +5 +x%()- (- x- £- 5 +x%(1))= x+% +x70(1).
f(x)- f(0) _arctanx- 1(In(1+x)- In(1- X))
X ~ xi(In(1+x)- In(1- X))
gransvéarde da x gar mot 0. Vi Maclaurinrutvecklar, forst namnaren med bara en term,
sedan tédjaren t.o.m. sammagrad:
-1 - - 2 _ 2 2
arctanlx 1(In(1+x)- In(1- x)) _X+X 0(21) (2x+x 0(1)) _ 2x 0(21) _ o) % B® 0,
x1(In(1+x) - In(L- x)) x* +x%0(1) x2 +x%0(1) 1+o(1)
det visar att f & deriverbari 0 med f¢0)=

har ett

Vi skall undersbka om
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y X
1+x%y2

% —W 1 0i D, inversafunktionssatsen ger pastaendet.
y

) }f8=527+y-1=0 b ,2:=1+1p 32x=1p 2x?. x- 1=(2x+1)(x- 1)=0
%f¢_—+x op y==1 Y ’
det ger de stationdra punkterna (1,-1) och (-¥2 ,2). Desstyp avgi)'rs (ev.) m.h.a. den

: - 2 2. 1
kvadratiskaformen Q(hk)= fgh?+2fgnk+ fgk>: f§= o P81 g =
i punkten (1,-1): Q(h,k)=-4h?+2hk- k? =~ ((k- h)? +3k?) & negativt defirit,

i punkten (-%2 ,2):Q(hk)=-h?+2hk- 1k? =- (h- k)*+23k® & indefinit,
darmed &r svaret:  (1,-1) & loka maximipunkt, (-%2 ,2) &r sadelpunkt

i f o= 2(1+x2+y2)—2x(1+2x+2y) =0
L= =
(1+x2+y2

U x=y (subtraheral), och det ger de stationéra punkterna

|

|

| 2.2

s _ 2(1+x +y )—2y(1+2x+2y) _

I f¢= =0
1 y 1+x2+y2

(-1-1) och (3,4) med f(-1-1)=-1och f(4,1)=2.0Omyviraknar med pol&ra

1+2 +2rdgnj + o
Leareos arsing| Ltdr S g g
1+r r r

P& den kompaktacirkelskivan W: x? +y? £25 (t.ex.) antar den kontinuerliga
funktionen f ett storsta och ett minsta varde (sats 4, sid. 33) och maste gora det i det inre

av W (ty pa randen & | f|<1), alltsd i en stationar punkt (ty f & C'), men de enda

koordinater sa ser vi att O£ |f (x,y) =
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méjliga punkternadr (- 1, 1) och (4,3) (somvi visat ovan), alltsé & -1 det minstavérde

som f antar och 2 det storstavarde som f antar. Eftersom IR? & bagvis samman
héngande och f kontinuerlig sdantar f ocksa dlavarden mellan -1 och 2 (somv, sats 6
sid. 34). Svaret & darmed  V, =[- 1,2].

ANM .: | linjar algebra visas att for en kvadratisk form Q(h,k) = Ah® + 2Bhk + Ck* gdller:

j positivt definit A B |>O och A>0 A By |aIIa >0
Q & { negativt definit 0 =AC- B2{>00ch A<0 U egenvardenatill § YUartala <o

fo B C & cf

{indefinit f<o lett>0ett<0

.. éA Bu . - B
envardenatill A 1 ar rotternatill polynomet :

[eg % cl poly ‘ B C.| ‘]
ytan i uppg. 4b) ytan i uppg. 4c)
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a) Berskna forst snittet mellan konen och sfaren, antingen genom att séttain  x? + y? =2 Z% frén
koneni sfaren, det ger 172°+(z- 17 =2p Z?- 8z=4p ...b z=2, eller genom ait siitain
z:ZW:Zr fran konen i sféren, det ger r’ +(2r- 1)*=2p r?- 4r=1 p ...p r=1.
Kroppen K:{(x v,2): (x,y)I D, 2yx* +y? £z£1+m} med D:x?+y?£1, har

da volymen m(K) = “1+\/2 x? )dxdy Q{Z\/x +y )dxdy [pol. koord.]

2p

l 7z \
= (‘)d1+W Zr)rdr dj = Zpdr +rv2- 12 - 2r2)dr = pgr2 - %(2 rz)% - %r”éo =%(4\/§- 3)
00 0
L - ju w?x |1£u£2 _ _
b) Gor variabelsubstitutionen | ,da avhildass D p& D' , funktionaldetermi-
o ug ug e % ‘o " . Lo
nanten & =| Y ¥ |=¢(snhx+coshx) =< =1 (>0), altsd blir
Vg v yex ex g d(u’,\)/l)
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omradet D
‘o 141
@y—(—)y dxdy = GD_“ o dudv:[ez"+1=yex—e v ]: 12_/
32 . -
= OOk dudv = 2[Inv[Inul? = L In2in3. o8] z%
2 1 -

080408 08 1 12
X
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a) "Upptack" att IF & konservativt, antingen genom att visa
 S&xy +2y°- yo 4y(1 2x+y )) (4x+2y2—1)4y(2x+y ) lae4x+2y -10 dler
ﬂXé (X+y) P (1 (2)(.|.y2)2)2 Ty é (x+y)2+
genom att bestdmma en potential F :
4x +2y? 1 2
F¢= y2 - P F(x,y):%ln(1+(2x+ y2) ) %arctan(2x+ y2)+ f(y),feo
1+(2x+y ) 1+(2x+y )
duger. Arbetet kan d& berdknas som "potentia skillnaden”
F(— \/e‘3p,0)- F(LO):%(In(1+4e‘3p)- In5+arctan2+arctan(2e‘§29»,
eller genom att véljaen enklarevag (IF & C' dverallt), t.ex. stréckan langs x-axeln:
y=0,x=t, 1%4® - Ve ® , arbetet & da
e -3
Lt :l[ln(1+ 4°)- arctan(2t)]_e
9@ 2 1
som ovan.

:%(In(1+ 4e‘3'°)- In5+arctan 2 + arctan(Ze‘%g))

Kurvan &r en spire

No.) 02 04 08 0B 1

b) Naturligtvis anvander vi Greensforme (IF = (P(x, ¥),Q(X,y)) = (%arctan <, - arctan %)

& C' i en dppen mangd som innehdller omr&det D som delméngd, orienteringen (positivt =
moturs) & den rétta; tyvarr & IF ¢ konservativt, dé’l vore kurvintegralen langs D noll):

ﬂ([‘)dex+Qdy = @{Q¢- PYdxdy = (‘ﬂxzfyz e 1) dxdy = [pol. koord] =

P
32 inj P °
I‘ 4
21 =
1 53
—Z‘(A_;)_ (Jll 1:1) )dr - bln2 L2
= a5 - 4 g- 2 = 2pe . 1.4
1 12_
E
0.8
0.6
0.4
021
0 os 1 18 2

matem.met. del C (03) 8



matem. met. E1, del C (03), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

ANMARKNING
Losning till extrauppgift 14:

Allmant: Ett omrade D i xy-planet som beskrivs

med poléra koordinater av

afj £Eb,0Er£1(j) bliri j r-planet D"
087
054

051 dl

047
: —> 04
e r0.33 Dr
021 0.29
011

01

B Q 02 04 06 08 1
O 01 02 03 04 05 0B phi
M

For arean av D fasda den vakéandaformeln:
bf(i) b

m(D) = @‘jﬂxdy [pol. koord]— drdj —Oddrdj =1 (f(j

a

Ex: Descartes dglahar den poléraframstéliningen r=_33M %S 4 q [g 5], dess area
sn®j +cos?j
b P
2 2 2.
1 3cos] snj O Y tan |

P

N2
aalltsa 3 dj g({—ﬁd' =9¢& -1 U -3 eneraliserad integral!).
20 Sn31 +COSJ ﬂ ) 20 tan3j +1 coszj ) 2 +tan3j % 2 (g & )

Du har forstas l0st uppglften med Green:

I_X— 3’dt—M l:l dszu l:l
ary - 0( y)dx = eﬂD P bF omge = - otz gr = § ) 0=
P T S
¥
3\ 2% d _ ) — 62 __ 3 U =3
O(l +X) dX 3 (1+x)? 2(1+x dx = @1+X 2(1+x) gO T2

Lika bragar @‘dedy oxdy eler (enklast?) medy:%ge‘—y)dx+xdy9.
D D €1 7]
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