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Lösningsförslag till instuderingsuppgift 1 
 

a) ∫ ∫
−

=′•=•=
C

dtFIdFIA
2

2

rr                                                                               Kurvan i uppg. 1a) 

    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =•−+−++−= ∫
−

dttttttttttt 1,2,14,cos4sinhsin,4
2

2

222  

    ( ) ( )( ) ( )( )∫
−

=−++−+++−=
2

2

2222 42cos4sinhsin4 dtttttttttt [utnyttja   jämn-udda !!] =      

    ( ) ( )[ ] ( )( )532cos42sin22cossin224sin22 15
322

0
3

3
45

5
1

2

0

24 −+−=−+−=−+= ∫ tttttdttttt .       

    ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) =+=++=′+′+′=′== ∫∫ ∫∫∫
− −−

dttdttdttztytxdttdsL
C

2

0

2
2

2

2

2

2222
2

2

2122121r           

    [ ] [ ] ( )[ ] ( )322ln261ln1122
22

0
22

22

0

2 nedan se ++=++++==+=== ∫ uuuuduuut . 

   Arbetet är alltså     ( )322cos302sin1515
4 −−     och längden    ( )322ln26 ++ . 

     

              [Repetition: den integral du få r för att beräkna längden i uppg. 1a) bör du kunna (del A!):  

   antingen du börjar med partiell integration:  ( ) ( ) ( ) =+−+=+
−

∫∫ xdxxxxxdxx 2111 2
1

2
1

2
1

2
2
122  

   ( ) ( ) ( )∫∫ +−++++=−+=
+

−+ dxxxxxxdxxx
x

x 2
1

2

22
1

222

1
112 11ln11     osv.,  

   eller (fiffigast) du substituerar   :sinh tx =  
   ( ) ( ) ( )21

2
1

2
1

2
1

2
12 1sinhcoshsinh2sinhcoshcosh1 xxxtttttdtttdxx ++=+=+==+ −∫ ∫ .] 

 
 

b)  f   är ej kontinuerlig i origo, ty t.ex. gå r  ( )x,xf   ej mot  ( ) 000 =,f  då    x  gå r mot  0: 

    ( ) ( ) ( ) ( )0,0,då     1
sin

,
3

3

→→= xx
x

x
xxf .  

    Men   f   är deriverbar (även) i origo, ty    
( ) ( )

0då      00
000,00,

→→=
−

=
−

h
hh

fhf
  och  

    
( ) ( )

0då      00
000,0,0 →→=−=−

k
kk

fkf
  (dvs.   ( ) ( ) 00,00,0 =′=′ yx ff ). 

 
Lösningsförslag till instuderingsuppgift 2 
 

a) Nej, ty  f  är ej kontinuerlig i origo (differentierbarhet medför ju kontinuitet)! 
 

b) Svaren få s med gradientvektorn:   
    ( ) ( )( )zyxzyxxxzyxxx eeyeeeyeyegradF 424242 4,2cos,cos ++++++ ++= , alltså  ( ) ( )4,3,10,0,0 =gradF  

    och vi få r:   F  avtar snabbast i riktningen  ( )431 ,,−    och tangentplanet har ekvationen  

   ( ) ( ) 00,0,00,0,0 =−−−• zyxgradF , alltså    043 =++ zyx .      

         Vi kan också  lokalt kring origo lösa ut  z :  
   ( ) ( )( )( ) ( )yxfyxyezyee xxzyx ,2sin1lnsin1 4

142 =−−−=⇒−=++   och tangentplanet få s nu     

   som   ( ) ( ) ( )y,fx,f,fz yx 000000 ′+′+=   där  ( )
( )

( )
( )( )2,1

sin1

cos

sin1

cos
4
1 −−=

−
−

−
−

x

xx

x

xx

ye

yee

ye

yeyegradf , 

   alltså  ( ) ( )3,10,0 4
1−=gradf  och det ger samma svar s.o.. 
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c) ( ) ( ) 222
!

1 22 =′=′+′=′′+′′−′′+′′=′−′
+

−
vvy

x
uyx

yxxy
yvyuxvxuyx zvzzvzuzyvzuzxzyzx , denna  

    differentialekvation har den allmänna lösningen  ( ) ( )ugvlnv,uz +=  ( g en godt. C1-funkt.),  

    dvs. (back to  x,y):  ( ) ( )( ) ( )xyfyxxygyxz y
x +−=+= lnlnarctanln,  ( f  en godt. C1-funkt.). 

    Nu skall  ( ) ( ) 22 xxfx,xz == , det ger  ( ) ttf =   och svaret    ( ) xyyxyxz +−= lnln, . 

 

Lösningsförslag till instuderingsuppgift 3 
 

Nämnaren  ( = ( )x1tanh−  !!)  har (den enkla) Maclaurinutvecklingen 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1111ln1ln 3
3

3
32

3
322

1
2
1 33232

oxxoxxoxxxx xxxxx ++=+−−−−++−=−−+ . 

Vi skall undersöka om     
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )xxx
xxx

x
fxf

−−+
−−+−

=−
1ln1ln

1ln1lnarctan0

2
1

2
1

     har ett  

gränsvärde  då   x  gå r mot 0. Vi Maclaurinrutvecklar, först nämnaren med bara en term,  
sedan täljaren t.o.m. samma grad: 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( ) 0
11

1

1

1

1

11
1ln1ln

1ln1lnarctan
022

2

22

22

2
1

2
1

 →
+

=
+

=
+

+−+=
−−+

−−+−
→xo

o

oxx

ox

oxx

oxxoxx
xxx

xxx
,   

det visar att  f   är deriverbar i  0  med  ( ) .f 00 =′   

 
Lösningsförslag till instuderingsuppgift 4 
 

a)  ( ) 022

2

2222

11
11 ≠==

′′
′′

+
−

−
++

yxy
x

y
x

y

yx
x

yx

y

yx

yx

vv

uu
 i  D,  inversa funktionssatsen ger på stå endet. 

     

b)  
( )( )







⇑=⇒=+=′

=−+=−−⇒=⇒+=⇒=−+=′
−

−
−

−−

xyy

xx
x

xxxx

yxf

xxxxyf

11

21
12

231
12

2
12

2

0

011212101
,  

     det ger de stationära punkterna  (1,-1)  och  (-½ ,2). Deras typ avgörs (ev.) m.h.a. den  

     kvadratiska formen  ( ) 22 2 kfhkfhfk,hQ yyxyxx ′′+′′+′′= :   
( ) 22

1
12

4 1
yyyxyxxx f,f,f −

−
− =′′=′′=′′ ; 

     i punkten  (1,-1):  ( ) ( )( )2222 324 khkkhkhk,hQ +−−=−+−=    är negativt definit,  

     i punkten  (-½ ,2): ( ) ( ) 2
4
322

4
12 2 kkhkhkhk,hQ +−−=−+−=     är indefinit,  

     därmed är svaret:    (1,-1)  är lokal maximipunkt,  (-½ ,2)  är sadelpunkt.     
 

c)  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

yx
f

f

yx

yxyyx
y

yx

yxxyx
x

=⇔








==′

==′

++

++−++

++

++−++

0

0

222

22

222

22

1

221212

1

221212

 (subtrahera!), och det ger de stationära punkterna  

     ( )11 −− ,   och  ( )2
1

2
1 ,   med  ( ) 111 −=−− ,f  och  ( ) 22

1
2
1 =,f . Om vi räknar med polära  

     koordinater så  ser vi att  ( ) 1
541

1

sin2cos21
,0

22
≤<

+
<

+
ϕ+ϕ+

=≤
rr

r

r

rr
yxf   då   5≥r . 

     På  den kompakta cirkelskivan   25: 22 ≤+Ω yx   (t.ex.)  antar den kontinuerliga  
     funktionen   f   ett största och ett minsta värde (sats 4, sid. 33) och må ste göra det i det inre  

     av  Ω  (ty på  randen är  1<f ), alltså  i en stationär punkt (ty  f  är 1C ), men de enda  
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    möjliga punkterna är ( )11 −− ,   och  ( )2
1

2
1 ,   (som vi visat ovan), alltså  är  -1 det minsta värde  

    som  f  antar och   2  det största värde som  f  antar. Eftersom  2RI  är bå gvis samman- 
    hängande och  f  kontinuerlig så antar  f  också  alla värden mellan  -1  och  2  (somv, sats 6  
    sid. 34). Svaret är därmed   [ ]21,V f −= . 

 

ANM.: I linjär algebra visas att för en kvadratisk form  ( ) 22 2, CkBhkAhkhQ ++=   gäller: 
 







<>
<
>





⇔







<
<>
>>

−=⇔






0ett ,0ett

0alla  

0alla  

är   a tillegenvärden

0

0  och  0

0  och  0

indefinit

definitnegativt 

definitpositivt 

är    2

CB

BA
A

A

BAC
CB

BA
Q  

 

[egenvärdena till   







CB

BA
   är rötterna till polynomet   

λ−
λ−

CB

BA
]. 

 

ytan i uppg. 4b)                                                            ytan i uppg. 4c) 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Lösningsförslag till instuderingsuppgift 5 
 

a) Beräkna först snittet mellan konen och sfären, antingen genom att sätta in  2
4
122 zyx =+  frå n 

konen i sfären, det ger   ( ) 221 5
4

5
8222

4
1 =⇒⇒=−⇒=−+ zzzzz L , eller genom att sätta in  

ryxz 22 22 =+=   frå n konen i sfären, det ger ( ) 5
1

5
4222 212 =−⇒=−+ rrrr  1=⇒⇒ rL . 

Kroppen  ( ) ( ){ }2222 212,,:,, yxzyxDyxzyxK −−+≤≤+∈= , med   1: 22 ≤+ yxD , har 

då  volymen  ( ) ( ) ( ) =+−−−+= ∫∫∫∫
DD

dydxyxdydxyxKm 2222 221 [pol. koord.]  

( ) ( ) =−−+π=ϕ−−+= ∫∫ ∫
π

drrrrrddrrrr
1

0

22
2

0

1

0

2 222221 ( ) =



 −−−π

1

0

3
3
42

3
22 2

3

2 rrr ( )3243 −π . 

  
 

b) Gör variabelsubstitutionen  






=

=
x

y
x

yev

u cosh

 , då  avbildas  D   på   




≤≤
≤≤

32

21
:'

v

u
D ,  funktionaldetermi-

nanten är   ( ) ( )
( )vud

yxdy
e

y
e

xx
y

x
y

x

yx

yx xx

xx
eyevv

uu

,
,

1
coshsinh

22

coshsinh ==+==
′′
′′ −

 ( )0> , alltså  blir    
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( ) [ ]∫∫ ∫∫ ==+== −+
++

D
y
eexx

D
eey

e xx

xx

x
yeedvdudydx 12

'
1

1
1 22

2
                                 

[ ] [ ]2
1

3
22

1
3

2

2

1
2

1 lnln uvdvduvu == ∫ ∫ 2
3

2
1 ln2ln= .     

 

    

Lösningsförslag till instuderingsuppgift 6  
 
 

a) "Upptäck" att  FI   är konservativt, antingen genom att visa  

( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) 










++

−+
∂
∂=

++

+−+−++=










++

−+
∂
∂

22

2

222

2222

22

3

21

124

21

24124214

21

24

yx

yx

yyx

yxyyxyxy

yx

yyxy

x
, eller 

genom att bestämma en potential Φ : 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) 0 ,2arctan21ln,

21

1

21

24 2
2
122

2
1

2222

2

≡++−++=Φ⇒
++

−
++

+=Φ′ fyfyxyxyx
yxyx

yx
x  

duger. Arbetet kan då  beräknas som "potentialskillnaden"                     

( ) ( ) ( ) ( )( )2
3

2arctan2arctan5ln41ln0,10, 3
2
13

π−π−π− ++−+=Φ−−Φ eee ,   

eller genom att välja en  enklare väg ( FI  är C1 överallt), t.ex. sträckan längs  x-axeln: 
π−−→== 310 e,tx,y t , arbetet är då   

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )2
32

33

2 2arctan2arctan5ln41ln2arctan41ln 3
2
1

1
2

2
1

1
41

14
π

π−π−

−π−−
−

+
− ++−+=−+=∫ eettdt

e
e

t
t      

som ovan. 
                          
                                     
 
                                        Kurvan är en spiral: 
 
 
 
 
 

b) Naturligtvis använder vi Greens formel  ( ( ) ( )( ) ( )y
x

x
y

xyxQyxPFI arctan,arctan,,, 1 −==   

är  C1   i en öppen mängd som innehå ller områ det  D  som delmängd, orienteringen (positivt = 
moturs) är den rätta; tyvärr är FI  ej konservativt, då  vore kurvintegralen längs  D∂   noll): 

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( ) ( )( ) .

cos

2

1
12

2ln
2

121
432

1
2

1

2

1

1
2

1

1sin

1

3

4

3

4

22

2222 koord.pol.

∫

∫∫ ∫

∫∫ ∫∫∫

π−ππ

ϕ

++
∂

−=−−−=

=ϕ−ϕ−=ϕ−=

==−=′−′=+

π

π

π

π

dr

drddrr

dydxdydxPQdyQdxP

r

rrr

r

D D
yxyx

y
yx

D

Området D:    
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ANMÄRKNING 
 

Lösning till extrauppgift 14: 
 

Allmänt: Ett områ de  D  i  xy-planet som beskrivs                           
med polära koordinater av                                

( )ϕ≤≤β≤ϕ≤α fr0,                                                blir i  rϕ -planet   D': 
 

    
 

                                                         
 
 
 
 
 
                            
För arean av  D  få s då  den välkända formeln:   

( ) [ ]
( )

( )( )∫∫∫ ∫ ∫∫∫
β

α

β

α

ϕ

ϕϕ=ϕ=ϕ=== dfddrrddrrdydxDm
D

f

D

2
2
1

' 0

.koord pol. . 

 
 

Ex:  Descartes' ögla har den polära framställningen   [ ]233
,0,

cossin

cossin3 π∈ϕ
ϕ+ϕ

ϕϕ
=r , dess area 

är alltså     ( ) 2
3

0tan1

1
2
9

0
cos1tan

tan
2
9

0

2

cossin

sincos3
2
1

2

3

2

223

22

33 =



=ϕ=ϕ







π
ππ

ϕ+
−

ϕ+ϕ

ϕ

ϕ+ϕ

ϕϕ ∫∫ dd      (generaliserad integral!). 

 
 
Du har förstå s löst uppgiften med Green: 

( )
( )
( ) ( )

( ) =








=

=
=−=














∞→







=

==
∂=−= ∫∫∫ ∫

∞

+

−

+

+

−+
+

∂ 0
2

3

1

21

1
3

1

313

1
3

Green 3
90,

,
: 33

32

3

2

23

33

3

dudtt

ut
dt

y

dtx
Ddxydydx

t

ttt

t
t

t

tt

t
t

D D

( ) ( ) ( )
( ) =−== ∫ ∫

∞ ∞

+++
+− dxdx

xxx
x

0 0
12

3
1

2
1

21
323 33 2

3

0)1(2

3
1

2
23 =



 −

∞

++ xx . 

 
 

Lika bra gå r   ∫∫ ∫
∂

=
D D

dyxdydx     eller  (enklast?)    ( )∫∫ ∫ 





 +−=

∂D D

dyxdxydydx 2
1 . 

 


