matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

INSTUDERINGSUPPGIFTER

Dessa uppgifter skall hjalpa dig vid inlarningen, de skall fungera som ett slags diagnostiskt prov: (hur
bra) kan du redan det vi har gatt igenom den gangna veckan? Forsok forst att |6sa uppgifterna hemma,
[6sningen korrekt? fullsténdig? bra nerskriven? omstandlig? &r alla anvanda begrepp/satser klara? Det
viktigaste & inte att du har en korrekt 16sning utan att du jobbar bra med uppgifternal Diskutera da
aven forel asningarna, repetitionsfragorna (de liknar teorifrégorna pa tentan och fragorna pa " muntan’
efter hela ettans matte) och extradvningarna

Tank paatt du mastetrana att formulera dig, att skriva ner en |6sning pa ett acceptabelt sétt.
Uppgifterna r eller liknar tenta-uppgifter.

Gaigenom |osningarna (kritiskt), men forstefter det att du har forsokt.

Instuderingsuppgift 1

a) Givenarkurvan C:r=r(t)=(t,t°- 4,t), - 2%4® 2.
Berskna det arbete som kraftfatet IF =(xy+z, sinx+sinhy+cosz, xyz)
utréttar da en partikel forflyttas langs kurvan C.
Berékna aven langden av kurvan C.
3 sin{x%y o
b) Ar funktionen f(x, y):}iwz_)’da 0
1o, da xy=0

kontinuerlig resp. part. deriverbar i origo?

Instuderingsuppgift 2
._ 5009 ga yy1 0
a) Arfunktionen f(x,y)=j XY
o, da xy=0
b) L&t F(x,y,2) =sin(yeX)+e**2y*42,
| vilken riktning avtar F snabbast i origo?
Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan Y: F(x,y,z)=1 i origo,
forst direkt (med F), sedan genom att beskriva Y som en funktionsyta
z=f(x,y) naraorigo.

differentierbar?

c) Bestamenfunktion z(x,y) som satisfierar xz¢$- yz$=2 och z(x,x)=x* for
(x,y)T D={(x,y):x>0,y>0} (ledn. inftr denyavariablerna u=arctan(xy),v=3 ).
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matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

Instuderingsuppgift 3

arctan x

1+Xx
In /1%

Funktionen f definierasgenom f(0)=1 och f(x)=

for O<|x| <1.

=

Visa att funktionen ar deriverbar i O.

Instuderingsuppgift 4

a) L& u=arctan(xy), vzé for (x,y)l D={(x,y):x>0,y>0} (uppg. 2c).
Visaatt tillordningen (x,y) — (u,v) & lokalt bijektiv i varje punkti D.

b) Bestém alla stationéra punkter till  f(x,y) =In2x- 4 +Inly|+ xy - x

och deras karaktar.

1+2x+2y D,

> = IR%.
1+x*+y

) Bestdm vardeméangden till funktionen  f(x,y)=

Instuderingsuppgift 5
a) Berdknavolymen av den kropp som begransas ‘
neddt av konen z=2,/x*+y®> och :
uppdt av faren x> +y? +(z- 1)° =2  (“glassméngden”).
2X

b) Berékna d\)?((;x_ﬂ)d)(dy’ da D & det omrédei forsta kvadranten som
D

begrénsasav kurvorna y=2e *,y=3e *,y=coshx och 2y =coshx.

Instuderingsuppgift 6

PAx+2y* -1 4xy+2y°- yO
1+ (2x+y?) 1+(2x+vy?) 5
Visaatt IF ar konservativti IR® och berdknadet arbete som IF  utréttar daen

i x=+e " cost .
partikel forflyttas [angs spiralen  C:j ,0%® 30.

tfy=+e'snt

a) L& IF= é

b) Berdknakurvintegralen tarctanfdx- arctanidy dar C & den positivt

orienterade randen till det omrade i forsta kvadranten som begransas av kurvorna
xX2+y?2=1,x*+y?=4,y=x,y=/3x.
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matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

EXTRAUPPGIFTER

1. L&M [ IR". Vi har definierat: M & dppen om varjepunkti M & inre punkti M
och M & dutenom IR"\M & dppen. Visa
M & sduten U M I M (kurshokens definition).

2. Domkyrkani Ulm har ett 161m hogt torn med en spiraltrappa som man kan ga upp i.
Hur 1ang tid tar det dig att na utsiktsplattformen pa 15eh hojd, om du startar i

punkten (~/3,0,0) och gdr lkmvh langs ganglinjen r(v) = («/§cosv,«/§sinv,v)’?

3. Berdknaléangden av parabelbdgen y = x> mellan (1,1) och (2,4).

. .. 8 K " _P(")(a)
4. Visaatt for ett polynom P(x)=g a.(x- a)* gdler a = "
k=0 .
for k=0,1,2,---,n.
5. Ange Maclaurinpolynomet av grad 8 till  f(x) = 1 sy - GOr tre [6sningar:
cos| X
8
(@) medansittningen f(x)=§ ax*+---. (b) med 1—1t:1+t+t2+--- och
k=0 -
() med "langdivision".
-l o1 i
e X )
6. Visaatt funktionen f(x)={>"* € -1 & C' i [X<p.
iz x=0

7. Berikna |im§a/1+x _+x6
X® 0 X snhXx g

8. Visaatt for positivaredlata x,y,z gédler: xyz=a®*b (1+x)1+y)1+2)3 (1+a)’.

9. Ett platkarl har formen av ett rétblock. Platen i bottenytan kostar 2 6re/cm2 och i
de 6vrigafem sidorna 1 6re/cm2. Vilka métt skall karlet ha for att rymma maximal
volym, da den totala platkostnaden uppgar till 36 ore?

10.1 vilka punkter pAellipsoiden Y: (x- y)*+2y?+4z°=6 & det elektriska
faltet starkast, resp. svagast, da den elektriska potentialen i punkten (x,y,z) &
F(X,Y,2)=x*- J2y?* +4/62°  (du skall alltsd bestamma de punkter p&Y
ivilka |- gradF (x,y,z) antar sitt storsta, resp. sitt minsta varde).

11. K begrénsasav  -planetochytan z=20-2 2 vy
Genom  borras ett cylindriskt hal med z axeln som borraxel och radien
R saatt den aterstaende kroppen har hélften sa stor volym som
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matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

12. Berégkna @ “Yaxdy da D & forstakvadranteni xy-planet.
D

13. For vilken enkel, dluten C*-kurva C utréttar kraftfaltet
(x?y +y3- 12y,24x- x3- 6xy?) det storstaarbete,

4_
da en partikel forflyttas ett varv moturs langs C ? -
N k
14. Berdkna arean av omradet inom oglan av kurvan M 21 folium Gartesii
Ix=-3L : 17/
. t 1+3 1+7 1
C'.I. _3tZ’_1 th IR (Descartes' blad). 4 3 2 Uy 1 2 3 a
tY=ue N
15. Berskna det arbete som kraftfaltet j i
(2x +3y+ xeX ", 2x + 3y + yex2+y2) utréttar da en partikel S

forflyttasfran (0,0) till (p,0) langskurvan y=sinx.

svar till extrauppgifterna;

4

2. 18minuter 3. V17- - 1n(V17- 4)V5+2) s f(x):1+X7+52—)j+x80(1)

6. Visaforstatt f€0)=2,sedanatt f ¢ & kontinuerligi O!
Glom ¢ att motiveravarfor f & C* i 0t xI (- p,p).

08 04 o 04 08
9. 2cm” 2cm” 3cm

10. storsti *(2v2,292,0), mingti *(1,-1,0)

| 80 2p . x> y?
11. R=,/8- ./64- — 12. — 13. dlipsen C: —+2-=1
J6 3/3 P 9 4

14. 3 Dufé helalosningen Sd9 15, 2+p+ie”
Losningsforslag till instuderingsuppgift ! 21
2 11
a A=QF -dr=gF -r@t= 7 Kurvan i uppg. 1a)
C -2
2 1
= tt? - 4)+t,sint+sinh(t? - 4)+cos(t), t{t? - 4)t)- (1,2t,1)dt =

2]
2 P 2 1 0
y

1 3
Nt(t? - 4)+t+(snt+sinh(t? - 4)+cost)2t +t2(t2 - 4) )t = [unytja jameeuddan] =

I
. .
~ QL
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matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

2
= 2¢f2tsint +t4 - 4t?)dt = 2[2(sint - teost)+1t5 - 4t*] =2(2sin2- 4cos2+2(3- 5)).
0
2

L=(yls= drt()|dt—o/(x0{t)) +(y€t))? + (z¢€t))? 0/1+(2t +1dt 20/2i1+2t jdt—

=[V2t=u]=2 O/1+u du =[senedan] = [U\/1+u2+ln(u+\/1+u2 )]EI:G«/§+In(2«/§+3).

Arbetetaralltsa A(158n2- 30cos2- 32) ochlangden 6v2 +In(2v2+3).

[Den integral du far for att beréknalangden i uppg.1a) bor du kunna (del A!):

antingen du bérjar med partiell integration: 1+ X )% dx = x(1+ xz)% - o x(1+ xz)'%2xdx =

= x(L+ x2): - Ot dx = xV1+ X +in(x+v1+x7)- 1+ x2)dx  osv.,

eller (fiffigast) du substituerar x =dnht:

OV1+x7 dx = ¢poshtcoshtdt = 3(t +3sinh 2t) = 2 (t +sinhtcosht) = 1 (sinh~ x + xv1+ x? ) ]
b) f & & kontinuerligi origo, ty t.ex. g& f(x,x) g mot f(0,0)=0 d& x g&r mot O:

f(x,x)= S‘”( () 1 ga (x,X)® (0,0).
X
f(h,0)- £(00)_0-0
h h

=0® 0 dak® 0 (dvs. f400)=1%0,0)=0)

Men f &r deriverbar (aven) i origo, ty =0® 0 dda h® 0 och

f(0.k)- £(0,0)_0-0
k k

Losningsforslag till instuderingsuppgift 2

a) Ng, ty f & ¢ kontinuerlig i origo (differentierbarhet medfér ju kontinuitet)!

b) Svaren fas m.h.a. gradientvektorn:
gradF = (yex COS(yeX )+ ex+2y+4z’ ex COS(yeX)"' 2ex+2y+4z’ 4ex+2y+4z)’ a”tséar
gradrF(0,0,0) = (1,34) ochvif&: F avtar snabbast i riktningen - (134) och

tangentplanet har ekv. gradF (0,0,0)- (x- 0,y- 0,z- 0)=0, dltsd x+3y+4z=0.

Vi kan ocksa lokalt kring origo l6saut z:
e“?*4 =1. sn(ye*)p z=1(In(L- sin(ye*))- x- 2y)=f(x,y) och tangentplanet f&s nu

som z= f(0,0)+ fXG(O,O)X+ fy@(O,o)y dar gradf = 1 (- ye* cos(ye) _ 1 .eXFos(yex)_ 2),

4\ sin(ye*) ' 1-sin(ye*)

dltsa gradf (0,0) ==1(1,3) och det ger samma svar s.o..

Q) x2$- yz§=x(zug+ 28) - y(2ug+ 2ug) = 25 26+ 22 2= 2vzg=2, denna
differentialekvation har den allménnalésningen z(u,v) =Inv+g(u) (g en godt. C'-funkt.),
dvs. (back to x,y): z(x,y) =In3 +g(arctan(xy)) =Inx- Iny+ f(xy) (f en godit. C'-funkt.).

Nuskal z(x,x)=f(x?)=x?,detger f(t)=t ochsvaret z(x,y)=Inx-Iny+xy.
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matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

Losningsforslag till instuderingsuppgift 3
f(x)- 1(0) _actanx-5(In(L+x)- - x)) o gransvéarde da x

Vi skall undersoka om ~ = XE(In(L+x)- In{- X))

gar mot 0. Vi Maclaurinutvecklar, forst namnaren med bara en term, sedan téljaren t.o.m. samma grad:

arctanx- 1(IN(1+x)- In(1- x)) _ x+x*B,(X)- (x+x°B,(X)) _  x*B,(X) _ xB,(X) Y B® 0
xi(In(1+x)- In1- x)) x* + x°B,(X) X2+ X°B,(X) 1+ xB,(X) i

(B, & funktioner som & begransade i en omgivningav O, B, =B, - B,).

Det visar att f & deriverbari 0 med f¢0)=0.

ANM: In\/2% =tanh"*(x) har (den enkla) Maclaurinutvecklingen av grad 3

1(In(1+x)- In(1- X)) =3((x- £+2+x*B,(x))- (- x- £- £+ x*B,(x))) = x+£ +x*B,(X).

Losningsforslag till instuderingsuppgift 4

y
a) ug ug = [y’ | = 1 0§ D, inversafunktionssatsen ger pastéendet.
v§ v§ % y—;‘ y(l+x2y2)
b) | f¢=521+y-1=0 b 2=1+1p 32 =1p 2x*- x- 1=(2x+1)(x- 1)=0
i :

jfg=S+x=0p y=:1 Y

det ger de stationdra punkterna (L- 1) och (- 1,2). Derastyp avgors (ev.) m.h.a den
kvadratiskaformen Q(h,k) = fx‘§h2+2fx‘§}hk+ fy‘g;kz: f&Zﬁ, f§=1, fg;z;/—%;
i punkten (1-1): Q(h,k) =-4h® +2hk- k2 =- (k- h)* +3k?) & negativt definit,

i punkten (- 2,2): Q(h,k) =-h? +2hk - 1k? =- (h- k)? +3k> & indefinit,
darmed & svaret:  (L- 1) : lokal maximipunkt och (- 1,2) : sadelpunkt.

]. f o= 2(1+x2+y2)—2x(1+2x+2y) =0
0 i (l+2x il U x =y (subtraheral), och det ger de stationara punkterna
! gttty g
1 y (1+x +y?
(-1,-1) och (%,4) med f(-1-1)=-1och f(z,z) 2. Om vi ré&knar med poléra
[1+2r cosj 22rsnj | <1+24r <S¢ 4835,
1+r r r
P& den kompakta cirkelskivan W: x* +y? £25 (t.ex.) antar den kontinuerliga
funktionen f ett storstaoch ett minsta vérde (sats 4, sid. 33) och méaste gora det i det inre
av W (ty paranden & |f|<1), alltsdi en stationér punkt (ty f & C*), men de enda
méjliga punkternaar (- 1,-1) och (14) (somvi visat ovan), allts & -1 det minstavérde

som f antar och 2 det stérstavérde som f antar. Eftersom IR? & bégvis ssmman
hangande och f kontinuerlig sd antar f ocksa allavéarden mellan —1 och 2 (somv, sats 6

sid. 34). Svaret & darmed =[-1,2].

koordinater s ser vi at O£ |f (x,y) =
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matem. met. E1, del C (04), inlarningsuppgifter och extrauppgifter

ANM .: | linjar algebra visas att for en kvadratisk form Q( ,k)=Ah +2  +Ck® gdler:

j positivt definit A B j>0och A>0 A B jala>0
Q & { negativt definit 0 ‘ ‘:AC- B2!>00ch A<0 U egenvardenatill 4 Cﬁér:'alla <0
{indefinit t<o fett>0,ett<0
. éA Bu . A- | B
[egenvéardenartill en E ar rotternattill polynomet ]
&8 ci C-1
ytan i uppg. 4b) ytan i uppg. 4c)
e

Losningsfdrslag till inst
Berakna forst snittet mellan konen och sféren, antingen genom att séttain -~ 2 +y? 4z frén konen
172 +(z-1)°=2p Z%- 8z=4p -..p z=2, eller genom it sitain
z:ZW:Zr frén koneni sfaren, detger r> +(2r- ) =2b r?- 4r=1 p ...p r=1.
Kroppen K:{(x,y,z):(x,y)T D, 2 x2+y2£z£1+m}, med D:x?+y?£1, har dd
volymen m(K)= “1+m)dxdy- (’dZ x2+y2)dxdy:[pol.koord.]
D

D

2p 1 1 , 3 N
= O0L+tVv2-r?- 2r)rdrdj :Zpdr+r\/2- re- 2r2)dr :pgrz- %(2- r2)E - gr“d) =%(4\/§- 3).
00 0 -
o Lo jusedx . J1E£uf2 _ _
b) Gor variabelsubstitutionen | ,daavbildas D pa D' , funktional determinanten
tv=ye 12EVE3
u¢ u Sohx - -coshix) o
Vg Vﬁ = yéx eyx :%(th X +cosh X) = ey = cé((%\)ll)) (> O)’ " omradet D
o H A\ 2X — \\ A2 —_ Xpe X | — i
altsablir ?y—(‘;X—Jrl)dXdy—g)ezi—Jrldudv_[e X+1_yex%]_ 1.2_//
32 y1_ P
= Ok dudv = 2[Inv3[Inu]f =4 In2In%. 081 gk
21 -

080408 08 1 12
X
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 6

a) "Upptack" att IF & konservativt, antingen genom att visa

N @xy +2y°- yO_ 4y(1+ (2x + yz)z)— (ax+2y? - 1ay(2x + y?) _ 1 ®ax+2y*-1 9’
ﬂX§1+(2x+ y2)23 (1+(2x+y2)2)2 1T3/§1+(2x+y2 23
eller genom att bestémma en potential F

F¢= Ax+2y" 1 ~PbF (x,y):gln(1+(2x+ yz)z)- Larctan(2x+y2)+ f(y), f° 0

1+(2x+y2)  1+(2x+y?)
duger. Arbetet kan da beréknas som "potential skilInaden”
F ( \/e'_s",o)- F (LO):%(In(1+4e'3p)- In5+arctan2+arctan(2e'%)),
eller genom att valjaen enklarevag (IF & C' overalt), t.ex. stréckan langs x-axeln:
y=0,x=t, 134® -Je ® , arbetet & da
Ot = 1[in(1+4t2)- arctan(2t)],” :%(In(1+ 4e¥)- In5+arctan2+arctan(2e'§2g))
1

Som ovan.

kurvan &r en spira

No.) 02 04 08 0B 1

b) Naturligtvis anvander vi Greensformel (IF = (P(x, y),Q(x,y)) = (tarctan, - arctan%) a Ct i

en dppen mangd som innehdller omradet D som delméngd, orienteringen (positivt = moturs) & den
rétta; tyvarr & IF g konservativt, davore kurvintegralen langs D noll:

X"ty

ﬂ(I;)c>c|><+Qo|y = Ic;ng- P) dxdy = Ed% - 1) dxdy = [pol. koord] =

52

3 2 2+
LY ini . \ . . B 2 .
= (Ifs% r%)rdr d =g cog -3 JPr= 18] OmrédetD:
1 1 ¢ 1.6
z E
— (2 1 1 —J2-1 In2 :
—d(ﬁ'i)' (%'%)?)dr—T'%- 11
1 0.5
0.8
047
0.24

0 as 1 185 2
M,
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ANMARKNING
Losning till extrauppgift 14:

Allmént: Ett omrade D i xy-planet som beskrivs
med poléra koordinater av

af] Eb,OEr £ 1 bliri | r-planet D"
J
0.61
051
041 05 /\/
os—- ’ 0.4
A= r 0.3 D
021 021
011 011
G e 0 02 04 06 08 1
01 02 03 04 05 06 phi

X

For arean av D fas da den vakanda fomeln:

b () b
m(D) = ggyixdy = [pol.koord] = gy drdj =¢ ¢ydrdi =1¢f(f( ))°d
D D' a 0 a

3snj cos

Ex: Descartes dgla har den poléraframstéliningen r = j 1[0,2], dessarea

. 3. 3.
sn’j +cos’j

Z 2 3
aralltsd 1ofEscdsn Ogp =9 tnj g —9€ -1 U -3 dliserad integral!).
Du har forstas |6st uppgiften med Green:
e Ix=-3L dt= M u 43 _ N
RN _ A l 1443 (1+t) u_ \t 1- 2t3 _d =u U_
Q)dxdy d y)dx=9ID: ,0F® ¥ N, wdt=g . a=
50 & jy=2 =
312X d . ) - éL . _3 U =3
O(1 s0x=3 (1+x) 2(1+ 81X 2a+x) go T2

Likabragh giixdy = oxdy eller (enklast?)  giyixdy = 1 &¢(- y)dx+ xdy2.
a

D D D €
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