matem. met. E1, tma042, del C (05), instuderingssuppgifter och extrauppgifter

INSTUDERINGSUPPGIFTER

e Dessa uppgifter skall hjalpa dig vid inl&rningen, de skall fungera som ett slags diagnostiskt prov:

(hur bra) kan du redan det vi har gatt igenom den gangna veckan? Forsok forst att 16sa uppgifterna

smagrupp: ar losningen korrekt? fullstandig? bra nerskriven? omstandlig? &r alla anvanda
begrepp/satser klara? Det viktigaste ar inte att du har en korrekt I6sning utan att du jobbar med
uppgifterna! Diskutera dven forelasningarna, repetitionsfragorna (de liknar teorifragorna pa tentan
och fragorna pa "muntan” efter hela ettans matte) och extradvningarna.

e Tank pa att du maste trana att formulera dig, att skriva ner en l6sning pa ett acceptabelt sétt.
Uppgifterna ar eller liknar tenta-uppgifter.

e Gaigenom lésningarna (kritiskt), men forst efter det att du har forsokt.

Instuderingsuppgift 1

a) Givenarkurvan C:r=r(t)=(r, -4, 1), -2— 2.
Berakna det arbete som kraftfaltet [ =(xy +z, sinx+sinh y+cosz, xyz)

utrattar da en partikel forflyttas langs kurvan C.
Berékna dven langden av kurvan C.

. ) ﬂxzz—y) da xy#0 i . ) .
b) Arfunktionen f(x,y)=< ¥ kontinuerlig resp. part. deriverbar i origo?
0, da xy =0

Instuderingsuppgift 2

i ) M, dd xy =0 ]
a) Arfunktionen f(x,y)=<{ *V differentierbar?
0, da xy=0

b) Lat F(x,y,z)= Sin(yex)+ e ¥z,
e | vilken riktning avtar F snabbast i origo?
e Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan Y: F(x,y,z)=1 i origo,

forst direkt (med F), sedan genom att beskriva Y som en funktionsyta
z= f(x,y) naraorigo.

c) Bestamen funktion z(x,y) som satisfierar xz, —yz), =2 och z(x,x)=x* for
(x,y)e D={(x,y):x>0,y>0} (ledn.: infor de nya variablerna u =arctan(xy), v="%).
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matem. met. E1, tma042, del C (05), instuderingssuppgifter och extrauppgifter

Instuderingsuppgift 3

Funktionen f definieras genom f£(0)=1 och f(x):a:rctalnx for 0<|x/<1.
Ny

Visa att 1 &r deriverbari 0.

Instuderingsuppgift 4
a) Lat u=arctan(xy), v= % for (x,y)e D={(x,y):x>0,y>0} (uppg. 2c).
Visa att tillordningen (x,y)+> (u,v) ar lokalt bijektiv i varje punkti D.

b) Bestam alla stationara punkter till  f(x, y)=In[2x =1+ In[y|+ xy — x
och deras karaktar.

1+2x+2y

c) Bestdm vardemangden till funktionen £ (x,y)= —,
1+x“+y

2
D, =R

Instuderingsuppgift 5

a) Berékna volymen av den kropp som begrénsas -
nedét av konen z=2+/x*+y? och
uppat av sfaren x> +y? +(z—1)° =2 (“glassmangden”).

2
e

b) Berdkna dxdy ,da D ar det omrade i forsta kvadranten som
) '[Dj.yiezx +1) g

X

begrénsas av kurvorna y=2e¢ *,y=3¢™", y=coshx och 2y =coshx.

Instuderingsuppgift 6

2 3
a) Lt F:( Ax+2y -1 4xy+2y —y}

l—i—(2x+y2)2 ' 1+(2x+y2)2
Visaatt F ar konservativti IR> och berikna det arbete som F utrattar da en

x=+e ' cost

partikel forflyttas langs spiralen C :{ 0——>3r.

y=+e" sint

b) Berakna kurvintegralen Harctan%dx—arcta@dy dar C ar den positivt orienterade
c
randen till det omrade i forsta kvadranten som begransas av kurvorna

x? +y? :1,x2+y2=4,y=x,y=\/§x.
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matem. met. E1, tma042, del C (05), instuderingssuppgifter och extrauppgifter

EXTRAUPPGIFTER

1. Lat M < IR". Vi har definierat: M ar éppen om varje punkti M arinre punkti M

och M é&r slutenom [R"\ M &r Oppen. Visa:
M é&rsluten < oM < M (kursbokens definition).

2. Domkyrkan i Ulm har ett 161m hogt torn med en spiraltrappa som man kan ga upp i.
Hur lang tid tar det dig att na utsiktsplattformen pa 150m hojd, om du startar i

punkten (~/3,0,0) och gar 1km/h lings ganglinjen r(v) = (V3cosv,/3sinv,v)?

3. Berakna langden av parabelbigen y =x® mellan (1,1) och (2,4).

\ (k)
4. Visaatt for ettpolynom  P(x)=> a,(x—a)* galler a, = e k,(a)
k=0 )

for k=0,1,2,---,n.

5. Ange Maclaurinpolynomet av grad 8 till f(x)=—12). Gor tre lIosningar:
cos(x

8
(a) med anséttningen  f(x)=> a,x" +---, (b) med 1—1t:1+t+t2+--- och
k=0 -
(c) med "lang division".
siﬁ - ¥70
6. Visaatt funktionen f(x)={>"* ¢ —1 ar CUi Jxl<m
%, x=0
7. Berikna |im(*/1+x —?*’/_1”).
-0\ X sinhx

8. Visa att for positiva reellatal x,y,z galler: xyz=a®= 1+x)1+y)1l+z)=1+a)’.

9. Ett platkarl har formen av ett ratblock. Platen i bottenytan kostar 2 6re/cm2 och i
de 6vriga fem sidorna 1 ére/cm2. Vilka matt skall kérlet ha for att rymma maximal
volym, da den totala platkostnaden uppgar till 36 6re?

10.1 vilka punkter pé ellipsoiden ¥ : (x—y) +2y?+4z2 =6 é&r det elektriska
faltet starkast, resp. svagast, da den elektriska potentialen i punkten (x, y,z) ar

D(x,y,z)=x*—~2y? +/62z%  (du skall allts& bestamma de punkter pd Y
ivilka |- grad®(x,y,z) antar sitt storsta, resp. sitt minsta vérde).

11.Kroppen K begrénsas av xy-planet och ytan z=20-2x%—3y°.

Genom K borras ett cylindriskt hal med z-axeln som borraxel och radien R.
Bestdm R sa att den aterstaende kroppen har halften sa stor volym som K
(bortborrad massa = kvarvarande massa).
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matem. met. E1, tma042, del C (05), instuderingssuppgifter och extrauppgifter

12. Berdkna ] ¥V axdy di D & forsta kvadranten i xy-planet.

D

13. For vilken enkel, sluten C*-kurva C utrattar kraftfaltet
(x2y+ y® —12y,24x —x* —6xy?) det storsta arbete,

4
da en partikel forflyttas ett varv moturs langs C ? 3]
14. Berakna arean av omradet inom 6glan av kurvan 21 folium Gartesil
— 3t 1
. T , 1
C: R —1#teIR (Descartes' blad). 5D _1& T
Y=ue 1
2]
15. Berakna det arbete som kraftfaltet o
(Zx +3y+xe” " 2x 43y + yet ) utréttar da en partikel ]

forflyttas fran  (0,0) till (x,0) langskurvan y =sinx.

svar till extrauppgifterna:

4 8
2. 18 minuter 3. \/ﬁ—é—%ln((x/ﬁ—4)(\/§+2)) S. f(x)=1+x?+52i4+x80(1)

6. Visa forstatt f'(0)=2, sedan att f" &r kontinuerlig i 0!
GI6m ej att motivera varfor far C* i 0zxe(-x, 7).

a8 04 0 04 0B

9. 2cmx2cmx3cm

10. storsti +(2v2,2v2,0), minsti +(1,-1,0)

80 2 . x? P
11. R=,/8-,/64—— 12. —= 13. ellipsen C: —+-—=1
V6 3V3 P 9 4
14. % Du far hela I6sningen sid.9 15. 2+7z2+ie”
Losningsforslag till instuderingsuppgift | 21
2 1
a) AZIF odr = IF or'dt= o Kurvan i uppg. 1a)
C -2
2 4
= [(e(¢? — 4)+¢,sint +sinh(s* - 4)+cos(t), #(:* —4)t)e (1,2¢,1)dt =

24
= 0 w2 - 0
x

((e> = 4)+ ¢ + (sint +sinh(e? — 4)+ cost)2 + £ (¢ — 4) )dt = [utnyttia jcmn-udda 1] =

Il
L b
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matem. met. E1, tma042, del C (05), instuderingssuppgifter och extrauppgifter
2
j 2esint+1* — 4% )dt = 2[2(sint —tcost)+ 145 - 42 f = 2(2sin2 - 4cos2 +%(3-5)).
0
2 2 2
L= j ds = j Ir (1) dt = j JGOP +('(0) +(2(¢))? de = j V1+(20)? +1dt =2 j V204262 ) dr =
c -2 -2 -2 0
242 J2
= [x/Et = u]z 2 IV1+ u? du = [se nedan] = [u\/1+ u? + In(u +V1+u? )E =672 + In(2\/§+3).

0
Arbetet ar alltsd -+ (15sin2—-30cos2-32) och langden 6+2 +In(2v2 +3).

[Den integral du far for att berdkna langden i uppg. 1a) bor du kunna (del Al):
antingen du brjar med partiell integration:  [(1+ 22 )fdy = x(L+x2) —[1x(1+ x?) # 2xdx =

=x(l+x) J.x*lldx xvV1+ x? +|n(x+ l+x) I(1+x2)%dx 0sV.,

eller (fiffigast) du substituerar x =sinh¢:
[V1+ x7 dx = [cosh zcosh rdr = 4(¢ + £sinh 2¢) = £ (¢ +sinh rcosh £) = £ (sinh * x + x+/1+ x7 ) ]

b) f 4r ej kontinuerlig i origo, ty t.ex. gar f(x,x) ejmot £(00)=0 d& x gér mot O:
f(x, )_5'”( ) 1 (x,x) = (0,0).

Men £ ar partiellt deriverbar (aven) i origo, ty f(h,O)}—lf(0,0) - 0;0 =050 dd h—>0

och f(o'k);f(0’0)=020:0—>0 dd £k —>0 (dvs. f§(0a0)=fy’(0’0)=0)'

Losningsforslag till instuderingsuppgift 2

a) Nej, ty f &r ej kontinuerlig i origo (instud. 1a), differentierbarhet medfor ju kontinuitet)!

b) Svaren fas m.h.a. gradientvektorn:
gradF = (yex Cos(yex )+ e o COS(ye" )+ 2052 Qe ), alltsa ar
gradF(0,0,0)= (1,3,4) ochvifar: F avtar snabbast i riktningen —(1,34) och

tangentplanet har ekv. gradfF(0,0,0)e(x—0,y-0,z-0)=0, alltsd x+3y+4z=0.

Vi kan ocksa lokalt kring origo I6sa ut z:
" =1-sin(ye* )= z =(InL-sin(ye"))- x—2y)= f(x,») och tangentplanet fas nu
som z=£(0,0)+ f/(0.0)x+ £,(0,0)y dér gradf = 1( vercoslve’) g -9"°°S(W")—2),

1-sin(ye") " 1-sin(ye)

alltsd gradf'(0,0)=(1,3) och det ger samma svar s.0..

¢) xz, - yz, = x(zju + 2V, = ylziu, +2)v) )= 255 2, + 22 = 2vz) =2, denna
differentialekvation har den allmanna Iésningen z(u,v)= lnv+g(u) (g en godt. C*-funkt.),
dvs. (back to x,y): z(x,y)=In3+g(arctan(xy))=Inx—Iny+ f(xy) (f engodt. C'-funkt.).
Nuskall z(x,x)= f(x?)=x?,detger f(r)=¢ ochsvaret z(x,y)=Inx—Iny+xy.
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 3

f(x)-f(0) arctanx—3(In(1+x)—-In(1-x))
x ~ xi(In(l+x)-In(l-x))

gar mot 0. Vi Maclaurinutvecklar, férst namnaren med bara en term, sedan téljaren t.o.m. samma grad:

arctanx —3(In(L+x)—In(1-x)) _ x+x*B,(x)-(x+x°B,(x))  x°B,(x) _ xB,(x)

Vi skall underséka om har ett gransvarde da x

x1(In(1+x)-In(1-x)) x2+x°B,(x) x2+x°B,(x) 1+xB,(x) *°
(B, ar funktioner som ar begransade i en omgivning av 0, B, =B, — B,).
Det visar att /' &r deriverbari 0 med f'(0)=0.
ANM: In /& =tanh~*(x) har (den enkla) Maclaurinutvecklingen av grad 3

£+ x)=In(L-x)) = (=5 + 5+ x"By ()= (Cx =5 =5+ x*By(x))) = x + 5+ x*B, (x).

>0

Losningsforslag till instuderingsuppgift 4

! ! v X
ux uy 1122 2 2 . . . o 40
— y X" 2.
a) A LTS e #0 i D, inversa funktionssatsen ger pastaendet.
x y y ¥

2x-1 "~ 2x-1 —

i)

by {f’: 2 4y-1=0 =2 =1+l32 102 5 1-(2x+1)(x-1)=0

det ger de stationara punkterna (1,-1) och (—%,2). Deras typ avgors (ev.) m.h.a. den
kvadratiska formen O(h,k)= flh? +2f hk+ f1k*:  fl =—== f1 =1, 1} =1

o (2x1p U
ipunkten (1-1): O(h,k)=—4h? + 2hk —k> = —((k —h)? +3k?) &r negativt definit,
i punkten (—=1,2): Q(h,k)=—h®+2hk —1k* =—(h—k)* +3k* & indefinit,
darmed &r svaret:  (1,-1) : lokal maximipunkt och (-1%,2) : sadelpunkt.

1! 2(1+x2+y2)L2x(1+2x+2y) -0

X 2,2
c) it (121?(1)22 2) < x =y (subtrahera!), det ger de stationdra punkterna
r_ +x"+y yU+ix+2y :0
fy (1+x2+y2)2
(-1,-1) och (4,4) med f(-1-1)=-1och f(%,%):Z.Om vi rdknar med poldra

1+2 +2rsin g
| I’COS([)Z rs ¢|<1+24r<Eél da r>5.
1+7r r r

P& den kompakta cirkelskivan Q:x?+y? <25 (t.ex.) antar den kontinuerliga
funktionen f ett minsta och ett storsta vérde (sats 4, sid. 33) och maste gora det i det inre

av 2 (ty pdrandenar |f]<1), alltsd i en stationar punkt (ty / & C*), men de enda méjliga

koordinater s& ser vi att 0<|f(x,y) =

punkterna ar (~1,-1) och (4,4) (som vi visat ovan), alltsd ar —1 det minsta varde som f

antar och 2 det storsta varde som f antar. Eftersom IR &r bagvis sammanhangande och f
kontinuerlig sa antar f ocksa alla varden mellan =1 och 2 (somv, sats 6 sid. 34). Svaret ar
darmed ¥, =[-1,2].
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ANM.: | linjar algebra visas att for en kvadratisk form Q(h,k)= Ah* + 2Bhk + Ck* géller:

positivt definit

A B
QO é&r < negativtdefinit < ‘B C‘zAC—B2 >0 och 4<0 < egenvérdena tiII[B C}ér alla <0

indefinit

: 4 B :
[egenvardena till {B C} ar rotterna till polynomet

ytan i uppg. 4b)

J,r’ I

e
ag;\%

\\\\\1\\\

auil
I i

>0 och 4>0

<0

ytan i uppg. 4c)

Losningsforslag till instuderingsuppgift 5

a) Berdkna forst snittet mellan konen och sfaren, antingen genom att stta in x2 + 2 =%22 fran konen

i sféren, det ger

4

1724

5

alla >0

ett>0,ett <0

(z-1f =2=22-8z=4=...= =2, eller genom att sétta in

z=2yx%+y? =2r frankonenisfaren, detger 2 +(2r-1)° =2= 7> ~4r=1 =...=r=1.
Kroppen K = {(x,y,z):(x,y)eD, 20X +y? <z<14+4/2-x"—)° }, med D:x?+y?<1, hardd
volymen m(K)= ”(1+ N2—x%? -yt )dxdy—”(Z x?+y? )dxdy = [pol. koord.]

D D

2

g

O ey

y = Soshx
b) Gor variabelsubstitutionen
v=ye'
u' u' sinh x —coghx
ar |7 =7 v |=<(sinhx+coshx)=<-=_1
x x y y (x,y)
vx vy ye e d(u,v)

Il
N ey
- C— N

matem.met. del C (05)

1

2vu

e*+e”

alltsa blir gﬂ%)dxdyz‘gﬁdudv:[eh+1=yex y

dudv=%[Invl[Inulf =% In2In3 .

(>0),

X

|-

14

1.2
vy

087

%(4\/5—3).

(1+\/2—r2 —2r)rdrd(p =2ﬂj(r+rv2—r2 —2r2)dr= ﬂ[rz —%(Z—rz)% —%r?’T =
0 o ————

y . ) . ., [1su<2 ) .
,daavbildas D pa D" <, <3’ funktionaldeterminanten
SvVs

omradet D

L

-

~

08

0406 08 1 12
H
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 6

a) "Upptack" att F &r konservativt, antingen genom att visa

i(4xy +2y° —y} B 4y(1+(2x+y2)2)— (4x+2y2 —1)4y(2x+y2)_i{ 4x +2y? -1 J

Ox 1+(2x+y2)2 - +(2x+y2)2)2 _ﬁy 1+(2x+y2)2 ’
eller genom att bestdmma en potential @ :
D = dx+2y”° 5= ! > :>@(x,y)=%In(1+(2x+y2)2)—%arctan(2x+y2)+ f(»), f=0

1+(2x+y2) 1+(2x+y2)

duger. Arbetet kan da berdknas som "potentialskillnaden™
@(— Ve, O)— @(1,0)= %(In(1+ 4e**)—In5+arctan 2 + arctan(Ze_%” ))
eller genom att véljaen enklare vag (IF ar C* overallt), t.ex. strackan langs x-axeln:
y —0,x=1, 1——> /e, arbetet &r da

J'ﬂd = 1In(1+42)- arctan(Zt)]lﬁ :%(In(1+ 4e’3”)—In5+arctan2+arctan(2e’37”))

1+4£2

Som ovan.

kurvan &r en spiral:

...} 02 04 06 08 1

b) Naturligtvis anvander vi Greens formel (F =(P(x,»),Q(x,y))=(arctanZ, —arctan=) ar C' i

en 6ppen mangd som innehaller omradet D som delméangd, orienteringen (positivt = moturs) ar den
ratta; tyvarr ar F ej konservativt, da vore kurvintegralen langs oD noll:

J‘de+Qdy:”(Q; —R‘f)dxdy:‘[j(xzi’yz - 2)dxdy [pol.koord.]:

xo+y

32 2,
= [[ (82— %) rardo = j cos o] dr = 1
o 1.4
:j.((L_l)_(L_L)_)dr_ 2-1 _zn2 1?:
) 22 3 4 12 0.5
0.67

044

0.27

0 os 1 185 2
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ANMARKNING
Ldsning till extrauppgift 14:

Allmént: Ett omrade D i xy-planet som beskrivs
med poléra koordinater av

a<p<B,0<r< f(p) bliri ¢r-planet D"
0.61
051
0.4 0.51 /\/
] - >
ol 041
L ri0.37] o
021 021
011 011
I e e 0 02 04 06 08 1
01 02 08 04 05 08 phi
o

For arean av D fas da formeln:
Sf(p)

B B
m(D) = ”dxdy [pol. koord. ] “‘rdrdqo =I Irdrdgo =%J-(f(g0))2d(p.

3singcos
Y Y (oe[

Ex: Descartes' 6gla har den polara framstéllningen = 0,Z], dess area

. 3
sin” @ +cos” @

aralltsa

2 2 z
3cospsing do = QJ‘ tan? g do =2 -1 2 3 ; ;
_oCosgsing =9 =3 =3 eneraliserad integral!).
(sin3¢+cos3¢) P =3 . tan3¢+1F0052¢ P =73 1+tan g 0 2 (g gral!)

O oy

Du har forstas l6st uppgiften med Green:
T 3(1+°-3:)
3 1

X = + 3 t =
_”dxdy _[( y)dx =|0D: e af ,0— 5w |= J‘J—)az - =
y=3 o (e 3rdt = du
1+

— —l+2x _ 2 3 _3
'[ (1+ X) I((1+x) 2(1+x) )dx - 3|:1+x 2(1+x)2 i|0 2"

Lika bra gar ﬁdxdy [xdy eller (enklast?) ”dxdyz%(j(—y)dx+xdyj.

oD oD

matem.met. del C (05) 9



	INSTUDERINGSUPPGIFTER
	Instuderingsuppgift 1
	Instuderingsuppgift 2
	Instuderingsuppgift 3
	Instuderingsuppgift 4
	Instuderingsuppgift 5
	Instuderingsuppgift 6
	EXTRAUPPGIFTER
	svar till extrauppgifterna:
	Lösningsförslag till instuderingsuppgift 1
	Lösningsförslag till instuderingsuppgift 2
	Lösningsförslag till instuderingsuppgift 3
	Lösningsförslag till instuderingsuppgift 4
	Lösningsförslag till instuderingsuppgift 5
	Lösningsförslag till instuderingsuppgift 6
	ANMÄRKNING




