
matematiska metoder E1, del D,  FF            1

���������	��
 ������������������������ �"!"#%$&������������������'!(#��)!(#

*,+.-"/10325476�8:9<;3=?>A@B8�25CD;�E%FG8IHJ2K;�0L6NM1EDHNM10,9
Vi betraktar reellvärda funktioner  med gemensam definitionsmängd O P Q⊂ , men
(nästan) allt går helt analogt för komplexvärda funktioner (av en komplex variabel).

R�SUT
 Vi säger: Funktionsföljden  VXW   KONVERGERAR PUNKTVIS MOT  Y PÅ Z ,

         och skriver  [ [\ →  punktvis på  Z , om  ( ) ( )]^]^_I`ba cc =
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Frågan är nu, vilka egenskaper (kontinuerlig, deriverbar, integrerbar..) överförs från   ±�² till gräns-

funktionen  ± , mera precist:  gäller  ( )����� ����� ��� ����������� �	�
 ��� 
 ���
 
� � � �
→∞ → → →∞





 =

0 0

,  ( )����� ��� ����� ���� � � �� � � �
→∞ →∞

′ =
′

och   ����� �	� ����� �	�� � ���
 

�
 "! #%$&# ! #'$(#

→∞ →∞
= ∫∫ ,  dvs: får man byta "ordningen av gränsvärdena "?

Svaret är nej, som exemplena ovan visar. Det krävs något mer än "konvergens i varje punkt":)+*
 konvergerar punktvis mot  , på  - , om det till varje  ε>0 och till varje . /∈  finns

ett 0 10 24365ε   (7 0  beror på  ε och .  !), så att  8 9 8 9:<;%= ;�=− < ε   för  alla  > ? @> 0 ACBEDε .

Det som krävs för att svaret skall vara  ja, är att man till varje  ε>0  kan hitta ett  7 0(ε)
som duger för alla  . /∈ :

FHGJI
  Vi säger:   K   KONVERGERAR LIKFORMIGT MOT    PÅ / , och skriver

           L LM →  likformigt på  / , om det till varje  ε>0  finns ett  N 0 O4Pε  så att för alla

           Q R S T∈ >  och  0 UWVε   gäller att  X Y X YZ<[%\ [�\− < ε .

]_^a`
 bdc  Likformig (eng: edfhg ikjmlon ) konvergens är starkare än punktvis (eng: pqjmg�fsrutvgxw<y )

                 konvergens: z z { z z {| |→ ⇒ →  likformigt på    punktvis på  , men
                 omvändningen är fel, som våra exempel och följande sats visar.

           }hc Vi säger:   i(~   är punktvis, resp likformigt, konvergent på  � , om det finns en
                funktion  i  så att  i(~   konvergerar punktvis, resp likformigt, mot  i på  � .

Då kan vi nu visa att för likformigt konvergenta funktionsföljder likheterna ovan gäller:

�m]����+�
Föruts: � �� →   likformigt på  [ �d��� ]  och alla   i(~    är kontinuerliga på  [ �d��� ].
Påst: a)  i    är kontinuerlig på  [ �d��� ].
         b) ����� ��� ���� � �

�
�
�"� ���&� � ���&�

→∞
= ∫∫ .

Bev: a) Vi skall visa att till  � 0∈[ �d��� ]  och godt.  ε>0  finns  δ  så att � � ����	� � �
− <0 ε

för  alla    ∈[ �d��� ]  med  ¡ ¡− <0 δ :

Eftersom  ¢ n  konvergerar likformigt mot  ¢   på  [ � , � ], så finns ett  £ 0  så att  för alla  ∈[ �k��� ] och  ¤ >£ 0 gäller : ¥ ¦ ¥ ¦§¨	© ¨	©
− < ε

3 ;  för t.ex.  ¤ 0 = £ 0 +1  gäller (eftersom ª¬«
0

är kontinuerlig) att det finns ett  δ  så att  ®  ®¯ ¯
0 0 0 3

°�± ° ±
− < ε   för  ¦ ¦− <0 δ  och då

gäller  för dessa  � :² ³ ² ³ ² ³ ² ³ ² ³ ² ³ ² ³ ² ³´ ´ ´ ´µ	¶ µ ¶ µ�¶ µ	¶ µ�¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶
− = − + − + −0 0 0 00 0 0 0

≤
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≤ � � � � � � � � � � � �� � � ���� ��� ��� � � � � � �
− + − + −

0 0 0 00 0 0 ≤ ε ε ε ε3 3 3+ + = .        vsv

b) Vi skall visa att till  godt. ε > 0  finns  � 0  så att för � 	> 0 gäller:


 ���� 
 ������ �
�

�
� ��� ��

− <∫∫ ε :  Eftersom  ���   konvergerar likformigt mot  �   på  [ � , � ], så finns ett

� 0  så att  för alla � ∈[ ����� ] och  � >� 0 gäller : � � � � !#"$�% $�%
− < −

ε ; men då gäller för  � > � 0 :
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132546187
Föruts: ( )9 : ;=<> ∈ 1 ( )? , ′

@BA
  konvergerar likformigt mot  C   i  ( D�E�F )  och

             ( )G HI IJ K
0 1=

∞
  är konvergent för något  ( )L MON

0 ∈ P .

Påst:  Q�R   konvergerar likformigt mot en  S 1-funktion  Q    i  ( D�ETF )  och  ′ =
U V

         dvs: ( ) ( ) ( )W�XZY [�\ W�XZY [�\ ]^ ^ ^ ^_ ` _ ` ` aOb
→∞ →∞

′
= ′ ∈  för alla  .

Bev: 
V

  är kontinuerlig  (sats1) i ( ced�f ); sätt  g h g hi ij k l�mZn j k
0 0=

→∞
  och  för  ( )o pOq∈ r

s t s t uwvyxzv
{
{|�} | } |~}

= + ∫0

0

. Funktionen  �   är  � 1  med  ( )′ =
� � ���

  i  � . Kvar att visa:

���   konvergerar likformigt mot  � i  ( c , f ):
Eftersom  ′

�B�
  konvergerar likformigt mot  �   i  ( ����� ) så finns till godt. ε>0 ett  � 1  så att för

alla  ( )� �=�∈ �  och  � >� 1  gäller  ′ − < −

� � �w�� ����y� �~� � �
ε

2 ; vidare finns ett  � 2  så att för  � >� 2

gäller  �   �  ¡�¢ £ ¢ £0 0 2− < ε  (ty ¤ ¥ ¤ ¥¦¨§ © § ©0 0→ ). Men då gäller för  � >� 0 := max{� 1,� 2}

och alla  ( )ª «O¬∈    att
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·

·
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En tillfredsställande behandling av likformig konvergens kräver "ÓÕÔ×Ö#ØÚÙÜÛyÔeÛ "-begreppet.
Men vårt intresse gäller huvudsakligen funktionsserier, och för dessa har vi Weierstraß'
kriterium, vilket man klarar sig långt med. Först en självklar "kom ihåg"-definition:
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2. Funktionsserier

�����
  Låt  Ô��  vara funktioner med gemensam definitionsmängd  � och � 	⊂ . Vi säger:

          FUNKTIONSSERIEN  
��� =

∞

∑
1

 är  PUNKTVIS,  resp  LIKFORMIGT

          KONVERGENT PÅ  �� om  följden av delsummorna  � �� ��

�
=

=
∑

1

 är punktvis, resp

          likformigt konvergent på  � .

���������
 (Weierstraß' majorantsats)

            Om  � � �� ��! 
≤    för alla    och    " # $ % &∈ ∈ och om serien  ')(( =

∞

∑
1

 är

            konvergent, så är funktionsserien   *�++ =

∞

∑
1

 absolut och likformigt konvergent på  , .

Bev:  Låt ε>0; eftersom ++ =

∞

∑
1

 är konvergent, så finns ett  - 0  så att  .�//10
= +

∞

∑ <
0 1

ε   och för

-  > - 0  gäller då   2 3 4 3 2 3 2 3 56 76 6687 6687 6687
9;: 9;: 9;: 9;:

− = ≤ ≤ <
=

∞

= +

∞

= +

∞

= +

∞

∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1 1

ε   (oberoende av <  !).

                                                                                                                                   vsv

Observera att det räcker att  � � �� ��= 
≤    gäller  f.o.m. något  - 0.

>@?BA
Funktionsserien  1

1 C
D
CC

EGFIH
=

∞

∑   är likformigt konvergent på varje  [-J ,J ]   ( 0 < ∈
K L K

),

ty  1
2

M NM OMPGQIR ≤   för alla  S   och  [ ]T UVU∈ − W  och  XYY 2

1=

∞

∑   är konvergent.

Satserna 1 och 2 ger nu direkt för funktionserier:

Z�[�\�Z^]

Föruts: Funktionsserien _�`` =

∞

∑
1

är likformigt konvergent och alla  a�b  är kontinuerliga på  [ c , d ].

Påst: a) _�`` =

∞

∑
1

 är kontinuerlig på  [ c , d ].

         b)  e fhgif e fjg)fk
l

m

k kkl

m
n=o n!o

=∫∑ ∑∫
=

∞

=

∞

1 1

.
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���������
Föruts: ′

=

∞

∑ �
		 1

är likformigt konvergent i ( � , � ), � 		
� �

0
1=

∞

∑  är konvergent för något  � 0∈( � , � )
            och alla  ( )( )� � ���� ∈ 1 � .

Påst:  � ��� ��
=

∞

=

∞

∑ ∑





′
= ′

1 1

.

Bev:  Delsummorna  ���   är kontinuerliga på  [ � , � ], resp. � 1 i ( � , � ), sats1,2 ger påståendena!

Så, det var allt. Som ett första och viktigt exempel tittar vi på potensserier och visar
satserna 1 och 2, sid 12:19 i kursboken. Ett annat viktigt exempel blir Fourierserier.

���������
Föruts: Potensserien  �! " ""

=

∞

∑
0

 har konvergensradie  # >0  och summa  $ (% )  ( & '< ).

Påst:  a) ′ = ′′ = − <−

=

∞
−

=

∞

∑ ∑( ) *,+!) ( ) *-* +!) ) ./ // / //
021 3 041 0 11

1

2

2

1 5   för  .

          b) 687:9;7 < &= = ==
>@?BA

= +
+

=

∞

∑∫ 1
1

1

00

 för  C D< .

Bev:  Låt  0< E <# . Weierstraß' majorantsats ger att  F!GH HH
I
=

∑
0

 är likformigt konvergent på

[ ]− J JK ,  ty  LNM L-OP P P P
≤  och  Q-RS S

S
=

∞

∑
1

 är konvergent   ( T <U  !), men även att  V,W!XY YY −

=

∞

∑ 1

1

  är

likformigt konvergent på  [ ]− Z Z[ ,  ty  ( )\^]`_ \ ]ba ]bac c d e c c c c c−
−

− −< <1
1

1 1    för
f
> något tillräckligt stort  g   ( hjilkm mnpo o

→∞
= <0 1  då    och 0 1≤ = <q r s ). Satserna 4/5  ger

påståendena för varje [ ]− t tu ; men eftersom varje  v   med w x<  ligger i ett [ ]− t tu , så är
satsen visat.       vsv
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3. Uppgifter

���
 Låt ( )� � ��� �� ��
	

= −2 1 . Är  ( )�� �
=

∞

1
 likformigt konvergent på  [0,1] ?  [ledn: gäller sats1b ?]

���
 Visa att   �

���
( )

k 2

���
�

2

1=

∞

∑     är likformigt konvergent på � �  och diskutera vad som händer om

     du deriverar termvis.

���
 Visa att    ( )−

=

∞

∑ 1

1

��� � �� �"!    är likformigt konvergent i varje intervall  (- # , # )  ( 0 < ∈$ % & ).

    [ledn: derivera termvis, använd sats2]

')(
Beräkna   *

+ *
+

,.-
/ ,

→

−

=

∞

+ −∑
1 1 1

02143 .

5)(
Visa att  ( )687 7 9:

;
<
= + −

=

∞

∑ 2

1

 är likformigt konvergent i  [0,1]  och beräkna =?>A@�>BDC
0

1

∫ .

E)(
Låt  ( )F GH I HJDK L4MON�P"Q

= .

     R)S Visa att  TUU =

∞

∑
3

  är likformigt konvergent i  ( )−π πV .

     WXS Gäller   Y Z Y Z[[ [[
\
] \D]

=

∞

=

∞

∑ ∑





′
= ′

3 3

  för  ^ < π ?

_ S Visa att funktionen  ̀   som ges av  
( )

a b cedfhg
f

iDj
=

+

−

=

∞

∑
1

2
1

 är lösning till

    differentialekvationen  ′′ − ′ + =
−

k k k l
l

m
m2

1
.

npoXqXr
s�t

  nej        u t 1

1v −
w)t

1        x�y t   ja


