matematiska metoder E1, del D, FF 1

Nagot om funktionsféljder/funktionsserier

1. Punktvis och likformig konvergens

Vi betraktar reellvarda funktioner med gemensam definitionsmangd DI IR, M1 D.Men
(nastan) allt gar helt analogt for komplexvarda funktioner (av en komplex variabel).

DEF Visiger: FUNKTIONSFOLJDEN f~KONVERGERAR PUNKTVISMOT f
PA M, ochskriver f ® f punkivispdM, om lim f.(x)=f(x) forala

xI M. f kalasgransfunktionentill (f,)’

n=1"

EX1 f (x)=x",M=[0]]:
for x=1 gdler liml"=1 ochfor O£ x<1

n® ¥ 1f- ]

gdler limx" =0, altsd konvergerar x" punktvis Funktionsfoljden pa
ne ¥ fr(x)=x"

0.4 mot f(x) i0,da 0£ x<1
,1] mo X)={ :
}1, da x=1 05| - —

2n

0 i
EX2 f,(x)=—2—  M=IR: T 1,
1+ x2N

(1) =1 %%%® 5. £,(0)=0%%%® 0, for [{<1: f,(x)=

X2n

% %® o% =0,

x2" +1

ochfor [ >1: fy(x)=— 1%?\/5@@ 555 =1, alltsAkonvergerar f, punktvis mot
+

2n

EX 2
10, da [x<1 i
f(x):}'%,dé X =1 D-E“;'
11, da |x>1 067
D.il-;-
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Frégan &r nu, vilka egenskaper (kontinuerlig, deriverbar, integrerbar..) dverfors fran f,, till
gransfunktionen f, meraprecist: galler

.. ¢ b b
. Q_|: . . _1r: . < o\
|mfn(x)b—llm(llmfn(x)), rI}g@ryfn(l{x)—(rlwgyfn(x)) och L!@TaOfn(X)dX—d|mfn(X)dX,

li
n® ¥ Sx® X® Xo \N® ¥
Xo 0 a N®¥

dvs: far man byta "ordningen av gransvéardena"?

Svaret & nej, som exemplena ovan visar. Det krévs ndgot mer an "konvergensi varje punkt":
f_ konvergerar punktvismot f pa M, om det till varje e>0 och till varje xT M finns ett
N,(e,x) (No beror pAeoch x!), sdatt |f (x)- f(x)<e for ala n>N,(ex).

Det som krévs for att svaret skall vara ja, &r att man till varje e>0 kan hitta ett Ny(e)

som duger for alla xT M :

DEF Vi séger: f, KONVERGERAR LIKFORMIGT MOT f PA M, och skriver
f ® f likformigt pad M, om det till varje e>0 finnsett N (e) saatt for alla

x1 M och n>N,(e) gdlerat |f (x)- f(x)<e.

ANM a) Likformig (eng: uniform) konvergens &r starkare an punktvis (eng: pointwise)
konvergens: f, ® f likformigtpd M b f, ® f punktvispd M, men
omvandningen &r fel, som vara exempel och foljande sats visar.

b) Vi sager: f, & punktvis, resp likformigt, konvergent pa M, om det finns en
funktion f saatt f, konvergerar punktvis, resp likformigt, mot f pa M.

Dakan vi nu visa att likheterna ovan galler for likformigt konvergenta funktionsfoljder :

SATS1
Foruts: f ® f likformigtpa [ab] ochalla f, & kontinuerligapa [a,b].

Past: a) f & kontinuerligpa [a,b].
b b
b) rI}g@r}r;?fn(x)dx:aof(x)dx.

Bev: a) Viskalvisaatttill X [ab] ochgodt. e0 finns d sdatt|f(x)- f(x,)<e
for alla x1 [ab] med |x- x,|<d:

Eftersom f, konvergerar likformigt mot f pa [a,b], SAfinnsett Ny sdatt for allax| [a,b]
och n>Np galler: |f(x)- f (x)<%; fortex. no=No+1 géller (eftersom f,_ &r

kontinuerlig) att det finnsett d saatt
dessa x: |f(X)- f(%,)]=|f(x)- o (X)+ (%)= o (%) Fo (%)= (%) £
Ef(x)- o () #] o (X)= o (X) +[ T (%) T(X) ES+s+s=e.  vav

f,(X)- f (%) <§ for [x- x,|<d och dagdler for
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b) Vi skall visaatt till godt. e>0 finns Ny sdatt for n> N géler:
b b
Of ,(X)dx- Of (x)dx <e: Eftersom f, konvergerar likformigt mot f pa [a,b], s&finnsett Ny

a

sdatt foralax| [ab] och n>No galler: [f(x)- f (x) <% ; mendagaler for n> No:

Z‘)fn(X)dX- z‘)f(X)dx = z‘{fn(x)- f (x))dx

b b
£ f,(x)dx- f(x)dx£ 5 cx=e. VY,

SATS?2
Foruts. f_ 1 Cl((a,b)), f ¢ konvergerar likformigt mot g i (a,b) och

(.(%))", & konvergent fér ndgot x, 1 (a,b).
P&st: f, konvergerar likformigt moten C'-funktion f i (ab) och f ¢=g,

¢ -
dvs: (L(l@ryfn(x)) :L@(fn@x)) forala xT (a,b).
Bev: g & kontinuerlig (sats1) i (ab); sitt f(x,)=limf (x,) och for x1 (a,b)

f(x)=f(x)+0g(t)dt. Funktionen f & C' med f¢=g i (ab). Kvarattvisa
X0
fn, konvergerar likformigt mot f i (a,b):
Eftersom f ¢ konvergerar likformigt mot g i (a,b) sdfinnstillgodt. e>0 ett N; saatt for ala

tT (ab) och n>N; géler |f€t)- g(t) < 5s; vidarefinnsett N, sdatt for n>N, géller
(%)~ F(X) <%ty f,(X)® f(X,)). Mendagaller for n>No:= max{Ny,N,} och alla
x1 (a,b) att

f.(x)- F(x)=

fL(%)+ Of Ct)ct - g‘(xo)+z‘g(t)dt§£

X

E[f,(%)- F(x )+ (f&t)- ot))dt £

Xo

£|fn(Xo)' f(Xo)|+

denczt)- g(t))at

£

X b
fo(%)- F(%) * g O ES+aEa Ot =5+5=¢€ vsv

Xo

En tillfredsstdllande behandling av likformig konvergens kraver "supremum-begreppet. Men
vart intresse galler huvudsakligen funktionsserier, och for dessa har viWeierstral?' kriterium,
vilket man klarar sig langt med. Forst en sjdvklar "komihag"-definition:
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2. Funktionsserier

EF L& u varafunktioner med gemensam definitionsméangd D och M 1 D. Vi sager:
¥
FUNKTIONSSERIEN 3§ u, & PUNKTVIS, resp. LIKFORMIGT

k=1

N

KONVERGENT PA M, om féljden av delsummorna S, = § u, &r punktvis, resp.
k=1

likformigt konvergent pa M.

SATS 3 (Welerstral? majorantsats)

¥
om |u(x) £a, forala xT M och kT IN ochomserien § a, &
k=1

¥
konvergent, s & funktionsserien § u, absolut och likformigt konvergent pa M.
k=1

¥
Bev: Lé&e>0; eftersom J a, & konvergent, sifinnsett N, sa att g_ak <e ochfor

k=1 k=Ng+1

N> N, galer da

¥ ¥
£ alu(x)£ a, <e (oberoendeav x!).

k=N+1 k=N+1

a u (x)

k=N+1

¥
a u(x)- Sy(x)
k=1

vsSv

Observera att det racker att |u (x) £a, galer f.o.m. négot No.

¥
EX 3 Funktionsserien § isin: &r likformigt konvergent pvarje [RR] (0<RIT IR),
k=1

¥
ty [tsiny£& forala k och x1[-R,R] och § & & konvergent.
k=1

Satserna 1 och 2 ger nu direkt for funktionserier:

SATS4

¥
Foruts. Funktionsserien § u, & likformigt konvergent och alla uy & kontinuerliga pa [a,b].
k=1

¥
Pést:a) § u, & kontinuerlig pa [a,b].

=
[y

O (X)dx :Cé u, (x)dx.

1a a k=1

Qox

b)

=
1l
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SATSS

¥ ¥
Foruts. § ug & likformigt konvergenti (ab), § u.(X,) & konvergent for négot
k=1 k=1

Xl (ab) ochdla u 1 C*((a,b)).
¢

¥ .
Past: auk ar likformigt konvergent och auk au@ i (a,b).
k=1 k=l @ k=1

Bev: Delsummorna Sy & kontinuerligapd [a,b], resp. C'i (a,b), satsl,2 ger pastéendenal

S3, det var allt. Som ett forsta och viktigt exempel tittar vi pa potensserier och visar
satserna 1 och 2, sid 12:19 i kursboken (JP). Ett annat viktigt exempel blir Fourierserier.

SATS6

¥
Foruts. Potensserien g ¢ x* har konvergensradien R>0 och summan S(x) (|x <R).
k=0
Past: Serien, den termvis deriverade serien och den termvis integrerade serien har sasmma
konvergensradie R och & Iikformigt konvergentai M :{x:|x| < R}.

¥
a) S€x)= § ke x*t, S€x)= é_ k(k- 1)c x2.. for xT M.
k=1 k=2

X ¥
b) ¢S(t)dt = & Lo Xt for xT M.
0 k=0

Bev: L& O<<R. Weierstral® majorantsats ger att § ¢ x* & likformigt konvergent p&[-r,r],

k=0

ty |c.x*|£[cJr* och a|ck|r ar konvergent (r <R!); vidare & a ke x“! likformigt

AN

k > ndgot tillrackligt stort N (Jim ka“1=0 da 0<|q|<1 och O£ q=2<1).

konvergent pa (- r.r), tyfor |x<r galler

|r 1 for

Satserna 4/5 ger pastaendmafor varjelntervall( ,r); men eftersom varje x med |x| <R

ligger i ett sddant intervall (- r,r) (vél] t.ex. r—H 2) sAér satsen visad. vsv
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3. Uppgifter
1) L& f,(x)=n?x(1- x)". Ar (f,)¢_, likformigt konvergent pa [0,1]? [ledn: galler satsib 7]

¥ o 2

s sin(k<x
2 (k“x)
k=1

om du deriverar termvis.

2) Visaatt ar likformigt konvergent pa IR och diskutera vad som hander

* k
3) Visaatt § LY cos* & likformigt konvergent p& IR. [ledn: deriveratermvis, anvénd sats?]
k=1
¥ \/F e &
4) Bergkna |ima —— .
I>!®rpka=.1\/X+k- 1

1
(x+k) 2 & likformigt konvergenti [0,1] och berakna @S(x)dx.
1 0

6) L& f,(x)=In(cosX).
a) Visaatt 5 f. & likformigt konvergenti (- p,p).

n=3

5) Visaat S(x)=

T, Dox

- - o _ & )
b) Géller ga fo(x)z =& fdx) for |{<p?
n=3

g n=3

¢ e

7) Visaatt funktionen f somgesav f(x)= § > @ |osning till
k:1(l+ k)

differentialekvationen  ya@- 2y¢+y:ex 1 0<X.
svar
1) nej 4) il 5) 1 6b) ja
e_

funktionsfsljden 1 uppg.1




