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VECKANS PROBLEM

PROBLEM 2  (lösningen skall vara klar må/ti 27/28 mars)

a) Beräkna volymen av kroppen   ( ){ }x y z y x y z x y, , :− ≤ ≤ ≤ ≤ + ≤2 2 1 .

b) Beräkna massan av kroppen    ( ){ }x y z y z x, , :0 2 2≤ ≤ − ≤ ≤     då dess

densitet är    ( )ρ x y z
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Lösningsförslag till VP1
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alltså  är i origo  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1120020101110 ,,,,,,, −=⇒−−== × rrrrrrrr &&&&&& .  Därmed är

krökningen  i origo   
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,,,, .                                         svar:

b) En kurva i planet har parameterframställningen
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )000 ,ty,txt,ty,txt,ty,txt &&&&&& &&& =⇒=⇒= rrrrrr ,  alltså  är

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tytxtytx,,tt &&&&&&&&& −=× 00rrrr ,  detta ger formeln för krökningen.

För en funktionskurva  ( )xfy =   är   ( ) ( )( ) 010 =′′=′⇒= x,x,xf,xxrr ,
formeln ger då  sambandet mellan krökningen och  f ′′ .

c) Arean av ytan   ( ) ( ) ( ){ }3010: :
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 v,uv,uDv,u,,uv,uv,uY va    är

( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ′×′==
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dudvv,uv,udSYm vu rrrr .  Här är   ( ) ( ) ( ) ( )v,u,v,u,v,uv,u v,u 002 =′=′ rrrr ,

och därmed   ( ) ( ) ( )22 22 u,uv,vv,uv,u vu −=′×′ rrrr ,  alltså  är
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REPETITIONSFRÅGOR matem. metoder del D för E1, 2000

Moment 2: Ytintegral, trippelintegral

1. Vad är areaelementet, resp. arean av en yta? Beräkning?
2. Vad är normalintegral? Beräkning? Vad ger den?
3. Hur beräknas trippelintegraler? Hur görs variabelsubstitution i trippelintegraler?

Kan du dem rymdpolära koordinaterna (beräkna funktionaldeterminanten)?
Hur definieras (beräknas) generaliserade trippelintegraler?

Till 2: F = dSFI
Y
∫∫ •n   är  "flödet av FI  genom Y  i riktning n".

          dudvFIF
D

vu∫∫ ′×′•= rr ,  om  ( ) ( )( ) ( ) Dv,u,v,uy,v,ux:Y ∈=r ,

          F = ( )dxdy,z,zFI yx
D

1′−′−•∫∫ ,  om  ( ) ( ) Dy,x,y,xzz:Y ∈= ,

          F =  ( ) dxdy
h

h,h,hFI
z

zyx
D ′

′′′•∫∫
1

,  om ( ) ( ) 0≠′∈= zh,Dy,x,kz,y,xh:Y .

Extrauppgift (rotationsytor):

Då kurvan   C: ( ) bxa,xfy ≤≤≤=≤ 00    roterar kring  x-axeln resp.
kring  y-axeln  alstras en rotationsyta  Y  som har parameterframställningen
Y: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) π≤ϕ≤≤≤ϕϕ=ϕ= 20,bxa,sinxf,cosxf,x,xrr   (kring  x-axeln)  resp.

Y: ( ) ( ) ( ) ( )( ) π≤ϕ≤≤≤ϕϕ=ϕ= 20,bxa,sinx,xf,cosx,xrr   (kring  y-axeln).

a) Motivera detta och beräkna areaelementet av  Y  och arean av Y  i båda fall.

b) Samma uppgift då kurvan ges av  C: ( ) ( ) ( )( ) ba,ty,txt t→==rr .
c) Beräkna arean av den rotationsyta som uppstår då kurvan

( ) 2021 2 ≤≤−+−= x,xxxarccosy    roterar kring  x-axeln, resp. kring  y-axeln.

d) En torus bildas då cirkeln   ( ) ab,byax <<=+− 0222   roterar kring  y-axeln.
Beräkna dess area.

 svar:

a) ( ) ( )( ) ϕ′+= dxdxfxfdS 21 ,  ( ) dxyyYm
b

a
∫ ′+π= 212   (kring  x-axeln),

    ( )( ) ϕ′+= dxdxfxdS 21 , ( ) dxyxYm
b

a
∫ ′+π= 212   (kring  y-axeln)  [med  ( )xfy = ].

b) ydsdS =   resp  xdsdS = ,  ( ) ∫π=
c

ydsYm 2  resp  ( ) ∫π=
c

xdsYm 2   [ dtyxds 22 && += ;

    obs: kurvan skall ligga i första kvadranten; a) är ett specialfall av b)].

c) ( )
3

438 −ππ
  resp  

3
32π    [tillägg: kurvans krökningsradie är  x8 ]              d)  ab24π

OBS  Övningstentan  lö 8 april, kl. 8.45-10.45  i MN-salarna, omfattar kap 5,7,8,10 i
          PB. Den ger  INT(P/6)  bonuspoäng som adderas årets del-D-tentor.


