Stencil N 12. Ytintegraler. Stokes sats. Gauss sats
Ytintegraler. Om en yta S dr parametriserad av formler x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), dir
(u,v) € D i planet R?, eller det samma 7 = 7(u,v) - pa vektorform sa beriknas ytintegral av f &ver
arean av ytan S enilgt formeln:

/ f(z,y,2)dS :/ flx(u,v),y(u,v), z(u,v)) |7, x 7| dudv.

Hér 7, x 7, &r kryssprodukt av partiella derivator av r(u,v). Samma formel kan skrivas om som

/ flz,y,2)dS = / fz(u,v),y(u,v), 2(u,v)) vV EG — F? dudv
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Om ytan S #r en graf( funktionsyta): z = z(x,y), (z,y) € D sa blir formler lite enklare:

2
/fxy, )dS = /f:z:y, my)\/l+(gZ) +(g—;) dzdy

Beridkna féljande ytintegraler:

1. / S ST
s Va2 +y?+ 22
Ytan dr cylinder parametriserad av formler: x = rcosu, y =rsinu, z=v, 0 <u <27, 0<v < H.

Svar: 27r (m — r)
2. /S(x—i—y—i—z)ds; dér S ér delen av planet z +2y+4z=4dar0 < z,0 <y, 0 < 2. Svar : 7\/5/3
3. /S(x +y+ 2)dS; dir S dr delen av sfiren 22 + ¢y + 22 = 1 déir 0 < z. Svar : 7.
4. z dS; dér ytan S har namnet helikoiden och parametriseras av formler: x = ucosv, y = usinwv,

S
z=v;0<u<a;0<v< 27

Svar: 72[av1+ a2+ In(a + V1 + a?)]

Elﬁde genom en yta. Om S &r en parametriserad yta, sa berdknas flodet av vektorféltet
F =[P,Q, R genom ytan S enilgt formeln:
. P Q@ R
/ N - F(z,y,2)dS = / det | z!, vyl =z, | dudv. T fall vektorfilet siktar parallelt med z-axeln,
§ b Ty Yy 2
F =10,0, R]T blir formeln enklare:

. — z.Y. 2 = z(u,v),y(u,v zuvd(%y)u”
|5 Fa.as = [ NoRey2)as = [ Rlaluo).pl o). 20) G5 dud

Om ytan ér en graf (funktionsyta) z = z(z,y) och vektorfiiltet siktar parallelt med z-axeln, F =
[0,0, R]T, s& blir formeln for flédet énnu enklare:

/N'ﬁ(x,y,Z)dSZ/ R(z,y, z(x,y, )dzdy
S D

Berdkna flédet av vektorfilt genom en yta:

5. Berdakna flodet / N - FdS upp genom triangeln i planet x +4y+2=4,0<z,0 <y, 0 < z for

S
vektorfiltet F = [P,Q, R med P(z,y,2) =2z — x; Q(x,y,2) = x + 2z; R(z,y, 2) = 32.
Svar : 128/3.
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Berikna flodet / N - FdS
S

om F = [0,Q,0]T med P =0, Q(z,y,2) =y, R(x,y,2) = 0 ut genom sfiren 2° + 32 + 2% = R2.
Svar : 47R3/3

Berikna flodet / N - FdS
S

om F = [P,0,0]T med P =22 Q(x,y,2) =0, R(x,y,z) = 0 ut genom sfiren 22 + y> + 22 = R2.
Svar : 0

Gauss sats. Transformera foljande ytintegraler N - FdS till volum integraler med hjilp
oD

av Gauss sats om F = [P,Q,R]":

dir P =2, Q(z,y,2) = y°, R(z,y,z) = 2°. Svar : [ [ [, (2* +9* + 2°)dedydz
dir P = yz, Q(z,y,2) = zz, R(x,y,z) = xy. Svar : 0

diéir F = rot(G). Svar : 0

Berdkna flédet av vektorfidlt genom en yta med hjidlp av GGauss sats: N hér #r en yttre
normal till 9D.

Berikna flodet N-FdS for vektorfiltet F = [P,Q,R]T, dir P = 2%, Q(x,y, 2) = %, R(z,y, 2) =
oD
22 och kroppen D &r definierad av olikheterna 0 < 2 < a, 0<y <b, 0< z<c.

Svar : —(a+ b+ c)abs

Berikna flodet / N-FdS for vektorfiltet F = [P,Q, R|T, dir P = 23, Q(z,y,2) = 43, R(z,y,2) =
aD

23 och kroppen &r D definierad av olikheterna x +y+ 2 <a,0<z,0<y, 0 < z.

Svar : 3a°/20

Berikna flodet N - FdS for vektorfiltet F = [P,Q,R|T; dir P = 52 +vy; Q(z,y,2) = 0;
oD
R(z,y,2) = z och kroppen D &r en kon definierad av olikheterna x2 + 32 < 22,0 < 2z < 4.

Svar : 1287

Berdkna kurvintegraler med hjilp av Stokes sats

f,y ydx+ zdy+xdz, dir v &r cirkeln som #r snittet av sfiren 22 +y?+22 = 1 med planet z+y+2z = 0

genomlupen moturs om man tittar fran positiva delen av x-axeln. Svar : —7a?v/3

J (2% —y2)de + (y* — xz)dy + (2% — wy)dz,

dér v dr skruvlinjen: x(t) = acos(t); y(t) = asin(t); z(t) = %t; 0<t<2m.

Tips: komplettera linjen med ett intervall mellan endpunkterna av v: (a,0,0) och (a,0,h) och anvind
Stokes sats. Svar : h®/3

[, @2 = 2%)de + (2% — 2%)dy + (a* — y*)dz,
dér v ar triangeln i planet x + y + z = 1 som definieras av olikheter 0 < z, 0 < y, 0 < z och
genomlupen medurs om man tittar ovanifran. Svar : 4.

[ (@ +2)dz + (z — y)dy + zdz,
2 .2

x .
dér « ér ellips — + 7= 1, z = 1, genomlupen medurs om man tittar ovanifran. Svar : -mab
a



