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Numerisk berdkning av dubbelintegraler.

For att berakna approximativa varden till enkelintegraler finns MATLAB'’s inbyggda funlidicad .

Denna utnyttjas adblquad for berdkning av dubbelintegraler éver rektanglar med hjalp av upprepad
integration. Det finns inte nagot sarskilt program for berdkning av dubbelintegraler éver allméannare
omraden i planet men denna svarighet gar att eliminera.

Malet med 6vningarna nedan &ar att du skall bli fértrogen diigiduad , du skall fa préva en metod
for berakning av dubbelintegraler 6ver allmannare omraden samt fa préva en annan metod for berakning
av dubbelelintegraler. Det finns ocksa en MATLABfunktiviplequad  for beréaknning av trippelin-
tegraler, men den skall vi inte ta upp har.

Exempel 1: Vi skall beréakna dubbelintegralefi[,, 2* + y*dzdy d& D ar rektangelnz; < x <
2, 11 < y < y2 med hjalp axdblquad .

Funktionen av tva variabler som skall integreras maste da som vanligt vara definiefadkteamsfil
eller som anonym funktion me@

fun = @(X,y) X 4+y. 2;

Kommandot for integralberakningen ar nu

| = dblguad(fun,x1,x2,y1,y2) med lampliga varden pél,x2,y1,y2 . g

Vid berakning av dubbelintegraler dver ett allmannare ommdeplanet kan vi utga fran bokens
definition. Vi gor om funktionen sa att den &r noll utanfdroch integrerar den nya funktionen 6ver en
rektangel som omfattal. Detta gor vi med hjalp av omradekarakteristiska funktion

Vi definierar da en funktioiar p(z,y) genom

1 om (z,y) €D

karp(e,y) = {0 annars

Exempel 2: Till D = {(z,y): 0 < x < 2,0 < y < 22}, definierar vi karakteristiska funktionen
karp(z,y):

karD = @(x,y) (0 <= Xx).*(x <= 2).*(0 <= y).*(y <= x."2);

Kontrollera funktionen genom att rita funktionsytan och se hur omradet ser ut.

[X,y]=meshgrid(linspace(-1,5,100));
z=karD(x,y); mesh(x,y,z)

(Anmarkning: Det naturliga att anvédnda ovan & mellan de olika olikheterna som tillsammans
ger D. Jag har anvant.* . Det ar mgjligt att & fungerar men inte nar jag testkor. O och
y &r matriser genererade ameshgrid sa uppfattas anda matrisekarD(x,y) = som ett otillatet
objekti mesh . Daremot fungerar karD(x,y)*2/2 .Med .* sablir det en "riktig” matris.)
O

For att berakna integralen av funktiones= z* + 12 6ver omrédeD skall vi sedan &ndra funktionen
i integralen till:



funD=@(x,y) fun(x,y).*karD(x,y);

Eftersom rektangel < x < 2, 0 < y < 4 omfattarD sa beréknas integralen slutligen med
| = dblquad('funD’,0,2,0,4)

Uppgift 1:
a. Los uppgift 14.2.7 ur Adams. Jamfor med facit.
b. L6s uppgift 14.2.11 ur Adams. Jamfér med facit.

c. Beraknaf[, e*" ¥ dxdy, darD = {(z,y): 1 < = < 2,|zy| < 1}. (Kom ih&g! e” skrivs i
Matlabexp(x) intee.”x .))

O

Monte Carlo-metoden fér numerisk berakning av flerdimensionella integraler

Med tack till Tommy Gustafsson.

Syftet med den har delen av dvningen ar att demonstrera hur man kan berakna flerdimensionella
integraler approximativt med den sa kallasliente Carlo-metoden Vi kommer inte att géra nagon
matematisk analys av hur effektiv och noggrann metoden éar, eftersom detta inte ar latt att géra utan att
forst [&sa en kurs i matematisk statistik.

De vanligaste metoderna for att berakna endimensionella bestamda integraler med hjalp av dator, gar
ut pa att man delar in integrationsomradet i sma intervall, och sedan approximerar man integranden med
ett polynom i vart och ett av intervallen.
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| figuren ovan visas trapetsmetoden, som innebar att man approximerar integranden pa varje intervall
med en linjar funktion. Man kan géra samma sak med en tva- eller tredimensionell integral: da delar man
in integationsomradet t.ex. i trianglar (tetraedrar), och sedan approximeras integranden med den linjara
funktion som har ratt varden i triangelns (tetraederns) hornpunkter. Man kan ocksa valja att approximera
integranden med polynom av hégre ordning. Jamfort med det endimensionella fallet finns det atminstone
tva problem med detta. Det forsta ar att om inte omradet har speciell form, sa kan det inte delas in
exakt i trianglar eller tetraedrar. Det andra ar, att om man vill 6ka noggrannheten genom att minska
delomradenas storlek, sa ger en attadubbling av antalet tetraedrar respektive en fyrdubbling av antalet
trianglar samma noggrannhetsforbattring som en fordubbling av antalet intervall i det endimensionella
fallet. Ibland kan man behova berakna integraler i mycket hogre dimension &n tre, och da gar det at
gdimensionganger s§ manga delomraden for att motsvara en férdubbling av antalet delintervall. Aven med
nutidens datorer kan det bli orimligt mycket raknearbete for en given noggrannhet.

En enkel metod som kan vara en losning pa bada problemen ar den s kidlatdeCarlo-metoden
Vi skall forst se hur den kan anvandas till att berakna arean av omraden i planet. Ofaidigiren
dverst pa foljande sida ar inritat i en ruta somlax 1 areaenheter (ae). Antag att omradet har arean



A < 1 (ae). Om man valjer tva koordinater< z < 1 och0 < y < 1 slumpvis, sa ar sannolikheten att
punkten(z, y) ligger i omradet precisA (man maste stélla en del krav pa hur omradet ser ut, for att
detta pastaende skall vara sant). Om man nu valjpunkter,(z;, y;), 1 < i < N, sa borde i genomsnitt

A x N av punkterna ligga inom det markerade omradet. Detta ar idén bakom Monte Carlo-metoden:

a. Valj N punkter(z;,y;) slumpvis i rutan{(z,y),0 <z < 1,0 <y < 1}.
b. Unders6k hur manga av @é punkterna som ligger i omrade. Kalla detta antal fon/.
c. TagA ~ M /N som en approximation av omradets area.

Man kan visa att berékningsfelet med denna metod i snitt avtarisariiV. Man méste stélla vissa
villkor pd omradet for att detta skall stamma, men for de flesta omraden man kan tankas komma pa, sa

ar det sant.

1
Man kan ocksa beskriva metoden pa ett nagot annorlunda satt, som passar battre for att berakna tvadi-

mensionella integraler. Vi utnyttjar omradédaraktaristisk funktiorOm man har valt déV punkterna
slumpvis som tidigare blir nu

L
A = NZ;karQ(xi,yi).

Har har vi egentligen sagt att arean av ett omrade ar precis samma sak som integralen av funktionen som
ar konstant lika med ett éver hela omradet. Om man istéllet vill berdkna en dubbelintegral,

I = //Qf(x,wdxdy,

sa gor man precis pad samma sétt, fast nu blir

N
1
I ~ N ; karq(xi, yi) f (i, vi) -

Som metoden &r beskriven hér, fungerar den bara om omfadetandligt (man kan forstas gora en

storre ruta &l x 1 om det behdvs), och om funktiongitz, y) &r begransad, men det finns trick for att
|0sa de fall dar dessa krav inte ar uppfylida.



Uppgift 2: | figuren nedan ges omradé&tav
A = {(z,y);(x—0.5)2+ (y—0.5)% < 1/16},
ochT bestar av det omrade som definieras av olikheterna

y—2In(l1+=z) < 0,
z+4(y—1/2)2 < 1, och
(x—1/2)* +y* > 0.09.
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OmrédetA. Omrédefl.

a. Anvand Monte Carlo-metoden for att berdkna arean av omradeh for att berakna integralen,

//A(.TQ +42) dady .

Testa med antal punkté¥ = 10, 100, 1000, 10000, och utfor varje test femton ganger. MATLAB-
kommandotand ger likformigt foérdelade tal i intervallet0, 1). Med kommandot

x = rand(10,1)  far man enl0 x 1-matris med slumptal mellan 0 och 1, med kommandot

X = a+ b*rand(10,1) far man enl0 x 1-matris med slumptal mellaa ocha + b. Gor
motsvarande foy sa far du matriser som kan anvandas for att berakna varden for karakteristiska
funktionen. Arean av det omrade som técks av punkterna beror naturligtvis pa faktorerna framfor
rand . Studera hur de varden du erhaller varierar fran gang till gangy délls fixt. Berakna

till sist det exakta vardet pa arean respektive integralen och jamfér med de numeriska resultaten.
Askadliggér m.h.a. MATLAB dina slutsatser. Visa att variationen kring de exakta vardena minskar
med 6kandéeV.

b. Berakna arean av omradetespektive integralen

//F(x2 + %) dady .

Genomfdr samma "tester” som i uppgift 1. Jamfor meddidguad ger.



